Déformations infinitésimales des espaces riemanniens localement symétriques. I  by Gasqui, Jacques & Goldschmidt, Hubert
ADVANCES IN MATHEMATICS 48. 205-285 (1983) 
Dkformations infinitksimales des espaces 
riemanniens localement symetriques. I 
JACQUES GASQUI 
Irxtitut Fourier, Laboraloire de MathPmatiques Pures. 
UtziversiiP Scient$que el Medicale de Grenoble, BP 116, 38401 St. Marlin &H&es, France 
ET 
HUBERT GOLDSCHMIDT* 
Deparlment of Mathemalics. Columbia University. Nerl, k’ork. Neiv l’orh 10027 
Une deformation d’une structure riemannienne g sur une variete X est une 
famille g, de metriques riemanniennes sur X, telle que g, = g. Un probleme 
fondamental de rigidite est de trouver des conditions sur la famille g, pour 
qu’elle soit triviale, c’est-a-dire pour qu’il existe une famille qc de 
diffeomorphismes de X telle que 
* vl, go =gt. 
Dans ce papier, nous etudions le probleme infinitesimal de deformation 
correspondant: determiner des conditions a priori, geomttriques ou differen- 
tielles, auxquelles doit satisfaire une 2-forme symetrique h donnee sur X pour 
qu’elle soit une derivie de Lie de la metrique initiale g. 
Une premiere contribution a cette question a ete apportee par Calabi en 
1960, dans le cas ou g est a courbure constante (cf. 13 1). En fait, il construit 
une resolution explicite du faisceau des isomttries infinitesimales de (X, g); 
notamment il montre que, iocalement, h est une derivee de Lie de g, si h 
n’induit pas de variation de la courbure de g. Ce dernier resultat a ete precise 
par Berard Bergery et al. dans 111. 
Ce probleme de deformation a aussi ete etudie dans le contexte de la 
conjecture de Blaschke. Les geodesiques de la metrique canonique g, d’un 
espace symetrique compact X de rang 1 sont toutes periodiques et de mime 
longueur 1. La conjecture de Blaschke pretend que toute autre metrique sur 
X. verifiant cette condition, est isomitrique a g,. Zoll et Weinstein ont 
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montre qu’elle est fausse pour les spheres; L. Green l’a verifiee pour P'(R) et 
Berger [2, Appendice] a donnt une reponse positive pour les structures 
riemanniennes de Blaschke sur les espaces projectifs reels de dimensions 
superieures (pour un historique de la question voir [ 2, Chap. 01). Si g, est 
une deformation de g, sur X, dont chaque membre a toutes ses giodesiques 
periodiques de longueur I, alors h = dg,/dt],_, est d’integrale nulle sur les 
geodesiques de g,. Ceci amene i formuler la version infinitesimale de la 
conjecture de Blaschke: 
“une 2-forme symetrique h sur X, qui est d’integrale nulle sur les 
geodesiques de g,, est une derivee de Lie de go.” 
Cette conjecture est trivialement fausse pour les spheres. Une deuxieme 
contribution au probleme infinitesimal de deformation qui nous intiresse est 
le theoreme suivant dti a Michel (cf. ] 14, 151). 
THI~OR~ME. Soient X un espace projectif et h une 2-forme syme’trique sur 
X. Si la restriction de h ci toute droite projective de X est une d&iv&e de Lie 
de la mktrique induite par la me’trique canonique g, de X, alors h est 
globalement une de’rivke de Lie de g,. 
La condition imposee sur h, dans le theoreme, implique celle donnee dans 
la conjecture infinitisimale de Blaschke. Toutefois, si X est un espace 
projectif reel, elles sont equivalentes car les droites projectives de X sont les 
geodesiques de g 0; ainsi le thioreme montre que cette conjecture est vraie 
dans cette situation. Pour les autres espaces projectifs, qui ne sont pas des 
spheres, elle a ite recemment demontree par C. Tsukamoto i I’aide de ce 
theoreme. 
La demonstration de Michel repose sur des resultats difftciles d’analyse, 
notamment sur les proprietes de la transformation de Radon et sur le spectre 
des laplaciens dans le fibre unitaire de l’espace projectif. Bourguignon a 
simplifie les calculs de Michel dans le cas des projectifs reels, en utilisant la 
resolution de Calabi citee plus haut (cf. [2, p. 1531). 
Le resultat principal de ce papier est la construction explicite d’une 
resolution du faisceau des isometries infinitesimales sur un espace 
riemannien localement symetrique (X,g), en utilisant la theorie formelle des 
equations differentielles lineaires surditerminees de [7]. En particulier. on 
donne la condition de compatibilite de l’operateur de Killing, qui est un 
operateur differentiel Q, lineaire d’ordre 3. Nous en deduisons une nouvelle 
demonstration du theoreme de Michel, pour les espaces projectifs complexes, 
de nature purement algebrique. 
Soit (X,g) une variite riemannienne de dimension n. Notons T le tibre 
tangent de X et T* le fibre cotangent de X, designons par S2T* le carri 
symetrique de T* et par 8’ le faisceau des germes de sections d’un fibre 
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vectoriel E sur X. Soient G le sous-tibre des elements de A’ T* @ A2 T* 
satisfaisant la premiere identite de Bianchi et H le sowfibrt de TX @ G 
forme des elements verifiant la deuxieme identite de Bianchi (cf. 
Paragraphe 3). On appelle ,K, .2”, et G’:.‘%’ les operateurs de courbure sur X, 
qui associent a une mttrique riemannienne sur X sa courbure de type (0,4), 
sa courbure de type (2,2), et la derivee covariante de sa courbure de type 
(0.4) respectivement; on note 
les linearises le long de g de ces operateurs non-lineaires de courbure: .H,; et 
~~~ sont d’ordre 2 et (9.H’): est d’ordre 3. Par ailleurs. I’opkrateur linkaire 
d’ordre 2 
- 
designe la composition gb o ,‘5??;, ou gb: AZ T+ A’ T* est l’isomorphisme 
induit par g. Pour x E X, on note p la representation de l’algebre de Lie 
(T” 0 T), sur S2T.F ou G,. Les solutions de l’operateur de Killing 
D,: F + S’F*, qui envoie 5 sur la derivie de Lie de g le long de <, sont les 
isometries infinitisimales ou champs de Killing de (X, g). Le symbole de D,, 
est le morphisme surjectif cr(D,): T* @ T-t S’T* d&i par 
WW = -@lg. 
pour u E T* @ T, la fibre en x E X du noyau g, de o(D,) est l’algebre de Lie 
du groupe orthogonal de l’espace euclidien T,. I1 en decoule que l’equation 
differentielle lineaire R, d’ordre 1 dans T, qui correspond a D,,. est une 
equation de Lie de type fini (cf. Paragraphe 3). 
Lorsque g est a courbure constante, nous montrons au paragraphe 6 que 
RI est formellement integrable et, i l’aide des resultats de [ 7 ], nous obtenons 
une resolution 
du faisceau 0 des champs de Killing sur X, 03 les Ej sont des fib& 
vectoriels, P, est un operateur differentiel lineaire d’ordre 2 et les P,i des 
operateurs differentiels liniaires d’ordre 1, pour j > 1 (ThCorime 6.1). Le 
fibre Ej est un sous-fibre de /l\j” T* @ A’ T* canoniquement isomorphe au 
groupe de cohomologie de Spencer HITit ‘(g,); en particulier, on a E, = G. 
L’operateur D, est A valeurs dans .% et P, = D,. Pour j > 1, les Pi 
proviennent de la d&i&e covariante dans A’ T*. Cette resolution est celle 
donnee par Calabi 131. Puisque g, n’est pas 2-acyclique et que le premier 
prolongement de g, est involutif, la theorie des equations diff&entieiles de 
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[ 71 explique bien pourquoi P, est d’ordre 2 tandis que les Pj sont d’ordre 1, 
pour j > 1. L’exactitude de (1) resulte du lemme de Poincare, car R, est de 
type fini, et ainsi notre demonstration de l’exactitude ne depend pas du signe 
ou de la nullite de la courbure de g, contrairement aux calculs de [ 1. 3 ]. 
Supposons maintenant que l’espace riemannien (X, g) soit localement 
symetrique. Nos calculs d’obstructions du paragraphe 5 montrent cette fois- 
ci que le deuxieme prolongement de R, est formellement integrable et, par la 
mime demarche que dans le cas a courbure constante. on obtient encore une 
resolution 
o~04-~s2F-*~.iTj~,~2~ .*. +. 3 n+,+o (2) 
du faisceau 0. ou les Fj sont des fibres vectoriels, Q, est un operateur 
differentiel lineaire d’ordre 3 et les Q,i des operateurs differentiels lineaires 
d’ordre 1 (Theoreme 7.2). Commencons par decrire precisement F, et Q,. 
On appelle G le sous-fibre de G dont la fibre en x E X est l’orbite de la 
courbure R de type (0, 4) de g en x, sous l’action de l’algebre de Lie g, ..~ 
dans G,. Alors, on a 
Notons CL: G + G/G la projection naturelle et prenons un relevement 
/1: S*T* + T* 0 T du morphisme surjectif a(D,). Si h est une section de 
S’T”, on a 
Q,h = ((Cif~?)):(h). a(.$;(h) + p(M)R)). 
Lorsque 
Hn(T*&)=O, (3) 
alors QB h est determine par sa deuxieme composante (Proposition 7.1); en 
particulier, quand g est a courbure constante, Q, est essentiellement le 
premier prolongement de D,. Les autres fibres Fj se construisent aussi a 
partir de H, G, et G; les operateurs Q,i sont induits par une derivee 
covariante, a des operateurs d’ordre 0 pres, calcules explicitement. 
Supposons que X soit l’espace projectif complexe P”(C) a m dimensions 
et que g soit la metrique canonique de X. Le risultat principal du paragraphe 
8 (Theoreme 8.2) nous donne la caracterisation suivante de c”, a l’aide de la 
geometric complexe de X. Les sous-varietes totalement geodesiques a 
courbure constante de X sont soit des droites projectives, soit isometriques a 
un espace projectif reel, et si N est le sous-tibre de A’ T* @ A’ T* dont les 
restrictions des sections a ces sous-varietts sont nulles, alors on a 
G=NNG. (4) 
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La demonstration de cette egalite est algebrique; bien qu’elimentaire, elle 
necessite de longs calculs dds au fait que G et G ne font pas intervenir direc- 
tement la structure complexe de X. On deduit aussi de ces calculs que 
(T*q:N)nH=O 
et done aussi que (3) est vraie. Si h est une 2-forme symetrique sur X, 
virifiant I’hypothese du theorime de Michel. alors les proprietes de 
l’operateur D, nous permettent d’etablir que (D,h)(x) appartient a N, pour 
tout x E X tel que h(x) = 0 (Lemme 8.11). L’identite (4) entraine la nullite 
de la deuxieme composante de Q,h et l’annulation de I’autre composante 
resulte alors de (3). Ainsi Qnh = 0 et le thioreme de Michel decoule main- 
tenant de l’exactitude de (2). 
Enfin, decrivons brievement le plan de cet article. Au paragraphe I, nous 
donnons les notations et les definitions concernant la thiorie formelle des 
equations differentielles lineaires. Le paragraphe 2 contient des propriites 
classiques des connexions lineaires et la construction de resolutions du 
faisceau des solutions d’une equation differentielle formellement integrable, 
de type fini. L’etude algebrique du symbole g, de I’operateur de Killing est 
faite au paragraphe 3; en particulier, on y montre I’exactitude formelle de ( 1) 
et (2), au niveau des symboles. Le paragraphe 4 est consacrt aux proprietes 
des operateurs de courbure qui interviennent dans notre probleme. A I’aide 
des courbures et de leurs derivees covariantes, on calcule au paragraphe 5 
l’obstruction au relevement des solutions formelles de l’iquation de Killing. 
Le sous-fibre G apparait naturellement dans ce contexte. Les resultats des 
paragraphes 6-8 ont ete present& plus haut. Ajoutons simplement qu’on fait 
le lien, au paragraphe 7, entre notre formalisme et la structure des algebres 
de Lie associees aux espaces symetriques. 
I. CQUATIONS DIFFERENTIELLES LIN~RES SLJRD~~TER~~INI?ES 
Tous les objets consider& dans ce papier sont supposes differentiables de 
classe C”. Soit X une variete differentiable de dimension finie 11 dont on note 
T le fibre tangent et T* le fibri cotangent. Si E est un fibre vectoriel sur X. 
on designe par 0” E, S’E, et A”’ E la puissance tensorielle k-ieme de E, la 
puissance symetrique I-ieme de E, et la puissance exterieure m-iime de E, 
respectivement. On note alors A E l’algebre exterieure de E. 
Nous identifions Ak T* au dual de Ak T grace a l’application usuelle 
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qui envoie u @ o dam (u, w), oti 
(4 A . . . A &,a, A .-. A ak> = WC&, aj)), 
lorsque~=r,A...A\~,w=a,A 
Si w E Ak T*, on pose 
. -. A ak, avec rj E T, ai E T”, j = l,..., k. 
4t , ?...’ tk) = (t, A ” ’ A tk, O>, 
pour r, ,..., rk E T et on identifie ainsi Ak T* A un sowfibrk de 0” T*; en 
fait, cette identification correspond A I’application injective 
/jk T” + 0” T*, (1.1) 
qui envoie a, A ... A ak, avec a ,,..., aI E T*, sur 
oti 6, dksigne le groupe des permutations sur { l...., k} et sgn o le signe de la 
permutation 0. 
L’application 
SkT@ SkT* + R, 
qui envoie r 0 u dans ({, u) et qui est dhermintte par 
(<, . .‘+ . &, a”) = k! /‘\ (t;i, ai- 
pour t;, ,.... rk E T, a E T*, est non-dkginkrize et nous permet d’identifier 
SkT* au dual de SkT. Si u E SkT*, on pose 
pour 5, ,..., rk E T et on identifie ainsi SkT* i un sous-fibri: de ok T*; cette 
identification correspond A l’application injective 
SkT” + 0” T”, (1.2) 
qui envoie a, . ... . ak, avec a ,,..., a,E T*, sur 
1’ I aotl) 0 0 ... aoch). 
oeGk 
DkFORMATIONS INFINITIkIMALES 211 
Si <E T, w E 0” T*, on note 
le produit interieur de [ et de w difini par 
pour fj, ,..., qkP, E T. Si F est un fibre vectoriel sur X et u E F %I T. on a un 
morphisme de fibrts vectoriels 
qui envoie LU dans u iT w et qui est determine par 
pour fE F, {E T. Si 5 E T, la restriction de i(5) a I’algebre symetrique 
ST* = ok,” SkT* (resp. a I’algibre exterieure A T* = Bkrn A” T”) est la 
derivation de degre -1 telle que 
pour u E T*; on a done 
i(i)(cr . P) = (i(&) P + a . (itop). 
pour tous CL, /I E ST* (resp. 
i(O(a A P) = (i(r A p + t-1 )j (2 A (i(i)P), 
pour tous u E Aj T*, p E A T*). Alors 
(<. U, OJ) = (U, i(<)O). 
Pour tous <E T. u E S”T, UI E ST*, de sorte que 
(;, . . . . ’ tk. 0) = i({,) ... i(&) 
pour tI ,.... rk E T. w E SkT*. Si h E S’T”, on note 
hb: T+ T* 
I’application qui envoie &j sur i(t)h et on voit que 
(c hb(0) = 44 ~1, 
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pour r, rl E T. Si h est non-degeneree, alors hb est un isomorphisme dont l’in- 
verse sera note h#; on a done 
Mr. P(a)) = (6 a), (1.3) 
pour tous {E T, u E T*. Si 
element u J o de 0” T* par 
(u J w)(<,...., r/J = 
u E T* @ T et w E 0” T*, on d&kit un 
k 
i=l 
si F est un fibre vectoriel sur X et u E F @ T* @ T, on a un morphisme de 
fib& vectoriels 
qui envoie LC) dans v _I w et qui est determine par 
(f@ u) J w =f@ (24 J w). 
L’application 
Shi’T*~Okt’T*=O’T*OOA T* 
donnee par ( 1.2) est en fait une injection 
A ,.A:Sk+‘T*+S’T*@ShT* 
(cf. [ 8 1). On pose, pour k > 0, 
6=d,.,:sktI~~~T*~SkT* 
et on &end 6 en un morphisme de fib& vectoriels 
envoyant o@u sur (-l)jwA&, pour tous wE/j\‘T* et uES”“T*. 
Alors 
&(a, A ‘.. A “j) 0 (p, . ... . P, + ,)I 
k+l 
=(-1)j \‘ (a,A...AcciAPi)~~,~..‘.~I..“.Pa,,), (1.4) 
,rl 
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pour u, . . . . . czi, ,B, ,..., ,!Ik + I E T*, oti le symbole ^ SW une lettre signifie que 
cette lettre est omise: pour u E A-’ T* 0 S ” IT* on verifie facilement que . 
i+ I 
(&l)(( 1,“‘. rj+ ,, 11, . . . . . Vk) = ” (-1)/t’ zc(i, ,..., 4 I’..., ri, , . 5,, ?/, 
ii 
et 
si r , ,... . <j+, , ‘11 ?.‘., qk E T. De plus, si u E Sk+‘T*. on voit que 
Vh) 
(1.5 1 
pour r, if, ,.... t/k E T. Rappelons que, pour m > 1, on a la suite exacte 
O-SmT*~T*~)Sm~‘TX~A~T~~s”’ ?T”A . . . 
-/j”T*@S”’ “T”+O. (1.6) 
si on convient que S’T* = 0 pour I < 0. 
Considerons l’application 
,ir.i: A’ T* @ A’ T” + /jli ’ T”. 
qui envoie u %,!I dans u A /3, avec u E A’ T” et 0 E Ai T*. Lorsque r = 1, 
l’application 1, .,i est egale a I’application composee 
dont la premiere fleche est I’isomorphisme qui envoie CI @/I dans /I @ a; on 
notera 
l’application qui envoie u @/I dans A,.;(u @p) = u A /I. pour CI E T”: et 
p E Ai T*. Plus generalement, si on pose 
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le diagramme 
s’+‘T*@I\iT* -“I , S’T” @ /j’+ ’ T* 
,,\iT*@)s’t’T* ‘-““, ,,it’T*@S’T”, 
dont les fleches verticales envoient u @ o dans w @ U. avec u E S”T*, 
o E A” T”, et p = 1 + 1 ou I et q =j ou j + 1, est commutatif. De l’exac- 
titude de la suite (1.6), on deduit celle de la suite 
+S2T*@,j-‘Td!+ T*(B,‘T*A/j” T*----tO, 
(1.7) 
pour I> 0, oti 1; = A,., . 
Nous emploierons souvent la convention de notation suivante: si E. E’. F 
sont des fib& vectoriels sur X, et si cp: E + F est un morphisme de tibris 
vectoriels sur X, on designera encore par cp le morphisme cp ~5) id: 
E@E’-,F@E’ou bien le morphisme id@cp:E’@E+E’@F. 
Soient E un fibre vectoriel sur X et g, un sowfibre a fibre variable de 
SkT* @ E. Si 1 est un entier > 0. le I-ieme prolongement de g, est le SOUS- 
fibre a fibre variable gk+, de Skt’T* @E, noyau de la composition A,,, 0 r, 
Oil 
A ,.k: Sk+‘T* @E + S’T* @ S”T” (g, E 
et 
r: S’T” @ SkT* @E + S’T* 0 ((SkT* ij;: E)/g,) 
est le morphisme induit par la projection canonique de SkT* @) E sur 
VkT* @I E)/&. On convient que gkP,= Sk-/T* 0 E, si I > 0. Le 
morphisme 6 induit un morphisme 
et la cohomologie de Spencer de g, est la cohomologie des suites 
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oil m > k. On note H”-j-j (gk) la cohomologie de (1.8) en A’ T* @gmej. On 
dit que g, est r-acyclique si H”-‘(g,) = 0 pour m > k et 0 <j < r, et que g, 
est involutif s’il est n-acyclique. Rappelons que g, est toujours 1-acyclique. 
Si E est un fibre vectoriel sur X, on note B (resp. J,(E)) le faisceau (resp. 
le fibre vectoriel des k-jets) de sections de E sur X, et z~: Jk+ ,(E) -+ J,(E) la 
projection naturelle. Si s est une section de E sur un voisinage de x E X. 
alors on note j,(s)(x) le k-jet de s en x. Si U est un ouvert de X, on note 
C=(U, E) l’espace des sections de E sur U et on pose C”(E) = C” (X, E). 
On identifiera toujours J,(E) avec E et on pose J,(E) = 0, pour k < 0. Enfin, 
on a, pour I > 0, la suite exacte 
ou E est donne par le lemme 2.1 de [ 7). 
Soient E et F des fibres vectoriels sur X et cp: J,(E) + F un morphisme de 
fibris vectoriels. Si 1 est un entier > 0, le l-ieme prolongement de cp est le 
morphisme p,(q): Jk+ ,(E) + J,(F) de fibres vectoriels sur X defini par 
pour tous x E X et s E TY. Le symbole a(p) de cp est la composition c~ 0 E: 
ShT* @ E + F. Le I-ieme prolongement du symbole de q est le morphisme 
fJ,(v7): s ‘+‘T” (3 E A S’T* f” F 
de fibres vectoriels sur X. egal a la composition 
Sht'T" @E& S’T” @.: S”T* @ E 2 SIT* @ F; 
on a CJ~(~) = o(q). Si g, est le noyau de o(p), alors le noyau gA, , de u,(q) est 
igal au I-ieme prolongement de g,. Rappelons qu’une equation differentielle 
lineaire d’ordre k dans E est un sous-fibre R, de J,(E). Si cp est de rang 
constant, alors R, = Ker cp est une equation differentielle d’ordre k dont le 
I-iime prolongement est R,, [ = Kerp,(o). Le symbole de R, est g,; on 
convient que R,-, = Jn ,(E), si 1 6 I ,< k. Si D: // --f. IF est l’operateur 
differentiel lineaire d’ordre k tel que 
pour tous x E X et s E cr, on posera 
P,(D) = P(D I= cp. u,(D) = o(D) = u(ca) 
et 
P,(D) = PLQ), u,(D) = LJ,(Y) 
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pour I > 0. La projection naturelle xk+ ,: Jk+ ,+ ,(E) --t J,+,(E) envoie R, + , + , 
dans Rktl et on dit que R, est formellement integrable si, pour tout 12 0, 
R k+, est un fibri vectoriel et si 7ck+,: Rk+,+, --) Rk+, est surjectif (cf. 171). 
Une solution de R, sur un ouvert U de X est une section s de E sur U telle 
quejk(s) soit une section de R,. On note Sol(CI, Rk) I’espace des solutions de 
R, sur U. 
2. CONNEXIONS 




si f est une fonction a valeurs reelles sur X et s est une section de E. La 
relation (2.1) est equivalente au fait que V soit un operateur differentiel 
d’ordre un dont le symbole 
a(V): T* (3 E + T* f-, E 
soit I’application identite de T* @E. II en resulte qu’une connexion V dans 
E determine un morphisme de fib& vectoriels xv: E-J,(E). qui est la 




et une equation differentielle N, c J,(E) d’ordre un dans E tgale B Ker p(V) 
et done a x4(E) d’apris (2.3); on voit que z,,: N, --f E est un isomorphisme et 
que le symbole de N, est nul. Inversement, une scission xv de la suite (2.2) 
nous donne un morphisme de fib& vectoriels p(V): J,(E) + T* GE 
verifiant (2.3) et qui correspond i une connexion dans E; si N, cJ,(E) est 
une equation differentielle telle que rt,,: N, --t E soit un isomorphisme, alors 
I’inverse de cette application est une scission de la suite (2.2). Done la 
donnee d’une connexion dans E est equivalente a celle d’une scission de la 
suite (2.2), ou a celle d’une equation differentielle N, c J,(E) telle que 
% . . N, --f E soit un isomorphisme. 
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Soit V une connexion dans E; on note 
l’operateur differentiel lineaire determine par 
v-(w @ s) = d(L) @I s + (-1)’ w A vs. 
pour wE A\‘;“* et sEF. Alors on a 





pour CL) E A.’ F* et u E A F* @ 2. D’apres (2.5), le symbole de V- 
a@): T* @ A T” @E+ ,‘j T” @E 
est egal a A,. De plus, I’operateur differentiel 
est d’ordre zero et provient done d’un morphisme de fibres vectoriels 
la courbure de 0, et qu’on identifie a une section K de A’ T* Y E * I& E: en 
fait, on a 
pour 5. rl E F, s E 7. 
Soit V une connexion dans T: alors V induit une connexion notee aussi V 
dans @)” T+ ~$1 0” T. Pour I > 0, on obtient I’operateur differentiel d’ordre I 
Cl: @I/ p-* + 0’ / * ,ij @)f/ f’ i:, 
defini par recurrence sur 1 par 
v’(,J = v(r’ ‘W). 
pour UJ E @’ z-.*, si on convient que V” est I’identite: on a done V’ = V. 
Pour I> I. si .Y E X et CL) E 0” Fe: verifient j, ,(uJ)(.~) = 0. alors 
(“<, . vl,OJ)(<, . . . . . <,)(.I-) = (v'UJ)(<, . . . . . <,, <, . . . . . i,,)(S). (2.7) 
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pour tous r, ,..a, c,, r, ,-.., [, E KI. On vtritie aistment que, pour w E 0” F*, 
on a 
(v2w)(r, v, 4, ,***3 C,) = (v6 v,, w)(C, ,..., C,) - (Vw)(Vl rl, C, t...- C,,, (2.8) 
si t, II, i, ,..., <, E 8. Done lorsque I= 2. la formule (2.7) est vraie aussi pour 
tous cc) E 0” F’.: et r,, 5,. 4, ,..., [, E FTr sans hypothese sur w a condition 
que PC, U(x) = 0. 
Soit x E X et considerons la representation p de l’algebre de Lie (T* @ T)., 
sur T,. Si r E ETr avec Q-Y) = 0 et si 
u = E ‘j,(t)(x) E (T* C3 T).,, 
alors 
P(U) v(x) = 4rl(.x)) = -16 rll(-y), (2.9) 
pour 17 E FF<. Cette representation p nous donne une representation p de 
(T* @ T), sur (0” T” @ 0” T),. D’apres (2.9), on a 
p(u) v(x) = -(Pi v)(x), (2.10) 
pour u E (0” T* @ 0” T),, ou r/; est la derivee de Lie le long de [. Pour 
u E (T* @ T), et o E 0” T.T, on a 
p(u)cu = --u J w. (2.1 1) 
Soient V une connexion dans T et xv la scission de la suite (2.2) deter- 
mince par V. Pour .Y E X et r f FTY, d’apres (2.3) on a 
(Evm) =j,(tw> -xv&~); (2.12) 
done (V@(x) = 0 si et settlement si 
j,(O(x) = x t3x)s 
Si [ E qY verifiej,(<)(.u) = x &( x ), on voit d’apres (2.12) que (< - i)(x) = 0 et 
(‘OMx) = e‘ ‘.i,(< - if(x) E CT’” 0 3,. 
D’apres (2.9), on obtient pour q E qT 
(VqM-~) = Wii,(& iW))(v(x)) = 111. r - iI@) (2.13) 
et 
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LEMME 2.1. Soient V une connexion dans T et xc la scission de la suite 
(2.2) de’terminke par V. Alors V est saris torsion si et seulement si pour tous 
x E X et l, q E FFr on a 
Pl’lNX) = IL rll@h (2.15) 
02 ( E fCr ve’rifiej,(<)(x) = ,y d(x). 
Dtfmonstration. D’aprh (2.14), il est clair que (2.15) est vraie si et 
seulement si 
P,rl - V,Nx) = IL t71(x). (2.16) 
Si V est une connexion saris torsion dans T et si x E X et r, q E FTy 
virifient (VY)(x) = (Vq)(x) = 0, alors d’aprks (2.16) on voit que 
IL v I C-y) = 0. 
De plus, le lemme 2.1 entraine que, pour tous x E X, r E T,, et w E 0” F:, 
on a 
vp = (Psw)(x), (2.17) 
cti 4’ E FCv hfie j, (i)(x) = x dc). 
LEMME 2.2. Soient V une connexion dans T et K E C’” (A’ T* @ 
T* @ T) la courbure de V. La courbure de la connexion induite par V dans 
0” T* est &gale au morphisme 
@qT*+f/‘T*@@T* 
qui enr?oie co dans -K J w. 
En effet, on vkrifie facilement que 
((V,Vo - V,,V, - V,<,,,,ku)(i, ,..., i,) = -(K J w)(t. 11. i, q..., i,), 
pour CL) E 0” F*, 5. Il. [, . . . . . <, E P-. Si 
v-:~\y*~~yY*-,~\-*~~“~-* (2.18) 
est I’opkateur diffkrentiel (2.4) induit par la connexion V dans 0” T*, on 
voit d’aprb (2.5) que 
(V-)’ (tu 61 II) = -cu A (K _I u). (2.19) 
pour (0 E A F*. u E (ZJ” F*. 
hO7’4R 3 2 
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Soit V’ une connexion 
le diagramme 
sans torsion dans T. Alors on virifie facilement que 
est commutatif. Soit V une connexion dans E. Considkrons la connexion 
i?/p-*@>P-+g-‘*@fjK’*gj~ 
dans ,/j I”* @ B dtherminke par 
([, qw 0s)) = (Viw) @s + w @I 0,s. 
pour < E 6, o E A K*, et s E 8. Alors le diagramme 
(2.21) 
est commutatif, ceci est une constquence immediate de la commutativiti de 
(2.20) et des difinitions de (2.4) et de a. On a done l’identitt: 
(VA)2 s = -sqvs,, 
pour s E P. Par conskquent, lorsque V es1 une connexion sans torsion dans T 
et V’ = V est la connexion induite par V dans E = 0” T*, alors 9 est la 
connexion induite par V dans A T* @ 0” T*; de plus si K E C” (A’ T* @ 
T* @ T) est la courbure de la connexion V dans T, on voit d’aprh (2.19) 
we 
(V-)* o = -S(V*w) = -K A CO, (2.23) 
pour w E 0” F-*. 
On note N,,, cJ,+, (E) le l-i6me prolongement de l’kquation diffirentielle 
N, c J,(E) associte i une connexion V dans E. 
TH~OR~ME 2.1. Soient V me connexion dam E et N, c J,(E) l’kquation 
d@&rentielle associke ci V. Si K est la courbure de V, la suite de fibrks 
vectoriels d fibre variable 
N,&N,=/\*T”@E (2.24) 
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est exacte; l’kquation d@trentielle N, est formellement intkgrable si et 
seulement si la courbure K de V est nulle. 
De’monstration. Le diagramme 
0 0 
I I 
0 --) S’T*@E A T*@T*@EA /\‘T*@E -+ 0 
I 1’: I& 
O+N,+ J,(E) 2 J,(T*@E) 
IT’ p jT,, 
0 --f N, + 
PlC) 
J,(E) - T”@E 
0 0 
est commutatif et exact; le morphisme 
qui envoie p darts 
avec q E J,(E) verifiant rc, q = p, est bien defini et on a une suite exacte 
Calculons l’application K’; soit V’ une connexion sans torsion dans T et v 
la connexion (2.21) induite par V et V’ dans T* @E. Soit p =j,(s)(x) E N,, 
ou x E X et s E ZX. On a d’apres le lemme 0.1 de [ 61 et la commutativite de 
(2.22): 
K’(p) = -6&C’p1(V)j2(s)(x) = -d&C y,(VS)(x) 
= -GiqVs)(x) = (V (^Vs))(x) = (KS)(X) 
= K%(P), 
d’ou l’exactitude de la suite (2.24). Done n, : N, --t N, est un isomorphisme si 
et seulement si K = 0. L’equivalence de l‘une de ces conditions et de l‘in- 
tegrabilite formelle de N, est une consequence du theoreme 4.1 de [ 7 ]. 
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PROPOSITION 2.1. Soit V une connexion darts E dont la courbure est 
nulle. Alors le complexe 
est exact, et formellement exact dans le sens suivant: les suites 
+ .-+ +J,,-, (A” T” BE)+0 (2.26) 
sont exactes pour m > I, ozi N, est l’equation dt&+entielle associee a V. Si U 
est un ouvert connexe et simplement connexe de X et x E U, l’application 
{s E C”(U, E)) Vs = 0) --) E,, (2.27) 
qui envoie s dans s(x), est un isomorphisme d’espaces vectoriels; de plus, la 
suite 
c”(u, E) z c”(U, T* @ E) 5 C” (U, A’ T” 0 E) 
est exacte. 
Demonstration. Si U est un ouvert connexe et simplement connexe de X 
et x E U, il est bien connu que l’application (2.27) est un isomorphisme. 
Soient E’ le tibre trivial U x E, sur U et rp: E IL, + E’ I’isomorphisme unique 
de fib& vectoriels qui envoie s E Cco(U, E) veritiant Vs = 0 dans la section 
constante a t, (a, s(x)) de E’ sur U. Alors le diagramme 
sur 0: oti d designe la differentielle exterieure agissant sur les formes a 
valeurs dans E,, est commutatif. L’exactitude de (2.25) resulte maintenant 
du lemme de Poincare, tandis que celle des suites (2.26) decoule de I’exac- 
titude des suites (2.26) avec V remplace par d et E par un fibre trivial. La 
dernihe assertion de la proposition est une consequence du fait que 
H’(U, lx) = 0. 
DkFORMATIONS INFINITJiSIMALES 223 
OR note g,,, le I-i&me prolongement du symbole d’une kquation diffken- 
tielle R, c J,(E). 
THI~OR~ME 2.2. Soit R, c J,(E) une Equation differentielle linkaire. 
Soient F un fib@ vectoriel et D: P +Y un opkrateur diffPrentie1 dordre k 
tels que R, = Ker p(D). Soit I > 1 un entier tel que: 
0) R kf ,- 1 soit un Jibre’ vectoriel; 
(ii) 71kfl--I. *R k+l+Rk+l-l soit surject$ 
(iii) g - 0. ktf-l- 
Ah-s Rkt,-, est une kquation diffPrentielle jiormellement intkgrable et il 
existe un complete 
oti les B, sent des fib& vectoriels, P, est un opkrateur diffe’rentiel liniaire 
dordre q, avec q < 1, et les P, sont des ope’rateurs diffe’rentiels linkaires 
dordre 1 pour r > 2, qui formellement exact dans le sens suivant: les suites 
0-R k+q+m -J,r.+,+,(E)~Jq+,,,(F)~J,,(B,) 
Pm I(Pd 
- Jm-,(Bz) ~...-JJ,~,+,(B,)~~m~r(B,f,)-----f... 
sont exactes pour m > 0. Tout complexe (2.28) ve’rl~ant ces conditions est 
exact et, si U est un ouvert connexe et simplement connexe de X et x E X, 
I’application 
qui envoie s dans j, t ,-, (s)(x), est un isomorphisme d’espaces vectoriels; de 
plus, la suite 
est exacte. 
Dkmonstration. Puisque gk+,--l est involutif, le thior2me 4.1 de [ 71 nous 
dit We Rk+,-, est formellement intkgrable et la dttmonstration du thiorime 
4.4 de [7] nous donne un complexe formellement exact (2.28). Posons 
m=k+l- 1. L’image de R m+, par le monomorphisme de fib& vectoriels 
J,+ ,W + J,tJ,W). 
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qui envoie j,, r (s)(x), avec x E X et s E ZX’,, darts j,( j,(s))(x), s’identifie a un 
sous-fibre N, de J,(R,). Puisque R, est formellement integrable et 
??l~Rill+, -+ R, est un isomorphisme, a l’aide de la proposition 5.1 de [7] on 
voit que N, est formellement integrable et que rrO: N, + R, est aussi un 
isomorphisme; done N, correspond a une connexion V dans R, i courbure 
nulle. La suite (2.25) avec E = R, est formellement exacte dans le sens de la 
proposition 2.1, et on voit done que la suite de Spencer de R, construite au 
moyen du theoreme 5.1 de [7] est egale a cette suite (2.25). Le thioreme 3 et 
le corollaire 3 de [9] nous disent que la cohomologie d’un complexe (2.28) 
est isomorphe a celle du complexe (2.25) avec E = R, non settlement au 
niveau des germes, mais aussi au niveau des sections globales SW tout ouvert 
U de X; de plus, d’apres la proposition 5.2 de [7], I’application 
Sol(U, Rk) + Sol(U, N,), 
qui envoie s dans la section j,(s) de R,, est un isomorphisme. Les assertions 
du theoreme concernant un complexe (2.28) rtsultent maintenant de la 
proposition 2.1. 
Suivant le theorime 4.4 de [ 71, nous allons rappeler la construction 
explicite des B, et des P, de la suite (2.28) par recurrence sur r 2 1. Puisque 
p,(D) est de rang constant, il existe un fibre vectoriel B, et un morphisme de 
iibres vectoriels ye, : J,(F) + B, tels que la suite 
J,+,(E) -=!+ J,(F) zB,-0 
soit exacte. Si P, : F--t &?, est l’operateur differentiel r~, o j,, on a 
P, o D = 0. Posons B, = F, 1, = 1, et I, = 1 pour r > 3. Si r > 2, on obtient B,. 
et P, i partir de Bre2, Br-,, et P,-, de la maniere suivante. On demontre 
que le morphisme 
a,(P,-,): S”+‘T* @B,-,+ T* @ B,m, 
est de rang constant; il existe done un fibre vectoriel B, et un morphisme de 
fibres vectoriels vr: T* @ B,-, + B, tels que la suite 
S’rtlT*@&,‘ll”-t: T”‘7jB,. ,~B,.+O 
soit exacte. Alors p(P,) est l’unique morphisme de fibres vectoriels de 
J,(B,- r) dans B, tel que u(P,) soit egal a w, et que p(P,.) 0 p,,(P,- ,) = 0. 
Rappelons que, d’apres la proposilion 4.3 de [ 7 ], les equations differentielles 
Ker PO’,) = J,(F), Kerp,(P,+ d c J,(B,)- r> 1, 
sont formellement integrables et involutives. 
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Remarque 2.1. Soit R, c J,(E) une equation differentielle liniaire telle 
que g, = 0. Supposons que R, soit un tibre vectoriel pour tout k < m < k+ 
rang R,. Puisque g, = 0, pour tout m > k, on voit qu’il existe un entier 
k<k,<k+rangR, tel que 
soit un isomorphisme; d’apres le theoreme 2.2, R,* est formellement 
integrable. 
3. L%QUATION DE KILLING 
Soient g une mitrique riemannienne sur X et (p:J,(T) + S*T* le 
morphisme de fibris vectoriels sur X defini par 
cp(~,(W)) = (2;“; g)(x), 
pour tous x E X et r E FT. On note D,,: F- --* S*F* l’operateur de Killing de 
(X, g) donne par 
qJr=q/;g, 
pour c E B. D’apres (2. lo), le symbole de cp est le morphisme de fibris vec- 
toriels 
a(cp): T” fi] T+ S’T” 
qui envoie u sur -p(u)g. Done on a 
(4cp)u)(vl, t-1 = -@@k)(v. 0 = g(u(v)* i) + g(u(i), V)? 
pour u E T* (3 T et q, i E T, et 
(3.1) 
pour a E T* et (E T. Cette derniere egalite implique que a(p) est un 
epimorphisme et done que R, = Ker Ed est une equation differentielle lineaire 
d’ordre 1 dans T. En fait, R, est une equation de Lie au sens de [ 101; les 
solutions de R, sont les isometries infinitesimales. ou champs de Killing, de 
la variete riemannienne (X, g). Si 1 est un entier > 0, le I-iime prolongement 
R ,+ , de R, est le noyau de 
P,(‘P):J,+ ,V)+J,(S*T*). 
Le I-ieme prolongement du symbole de Ed 
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est donne, d’apris (3.1) et (1.5), par 
~,tco)tu)trl Y...? r,, q. 0 = g(u(<, ,..., t,, rl), i) + g(4rl~*~*~ 43 0, rlh (3.2) 
pour u E S” ‘T* @ T et cl ,..., lr, q, [ E T. 
Considirons le morphisme de fibres vectoriels 
1: A2 T* -+ T” @ T 
qui est egal a l’application composte 
A2 T* - 0’ T* Id T* @ T, 
dont la premiere fleche est donnee par (1.1) avec k = 2; pour a, p E T*, on a 
z(a A P) = a 0 g”(P) -P 0 s”(a), (3.3) 
et d’apres (1.3) 
sOtw>(<). rl) = 4r3 II>- 
pour w E A’ T”, <, q E T, Pour cc) E A2 T* et u E T” @ T, on a I(W) = u si 
et seulement si u -~g = (0. On vtritie facilement la commutativite du 
diagramme 








O+ /1’T* __+ T*@T” - S’T* + 0. 
dont les fleches de la deuxieme ligne sont donntes par ( 1.1) avec k = 2 et par 
la multiplication de l’algebre symetrique ST*, et envoient done a A /3 sur 
a @ b - /I @ a et a @p sur a /I respectivement, avec a, p E T”. Puisque la 
deuxieme ligne de (3.4) est exacte et les fliches verticales de (3.4) sont des 
isomorphismes, la premiere ligne de (3.4) est aussi exacte. Done, si 
g, = Ker a(q) = (U E T* R T ( p(u)g = 0 } 
est le symbole de R , , 
est un isomorphisme de tibres vectoriels sur X. 
Soit 1: S2T* + T* @ T le morphisme de fibres vectoriels sur X qui envoie 
h E S2T* sur l’element 1(h) de T* @ T determine par 
pour <, ?I E T. Alors 
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et d’apres (1.3) 
A(a + PI = t(a 0 s”V) + P 0 g”(a)), 
pour a,/3 E T*. On verifre aisement que A envoie h E SIT* sur l’element 
unique k(h) de T* @ T verifiant (3.6), orthogonal a g, pour la metrique g. 
Definissons un morphisme de fibres vectoriels 
par 
8: T” @ S2T* --f S2T* @ T 
pour zj E T* @ S2T* et r, 11. [E T. On voit facilement que 
@(a0 Ga, .P2))= $((a ~P,)Ok?V&)+ (a ~P2)Of(PI)- (P, .&)Og”(a)). 
(3.8) 
pour a, /I,, Pz E T*, et que 
0 0 o,(p) = id, a,(p) 0 0 = id: 
il en resulte que a,(q) est un isomorphisme ayant 0 pour inverse, et que si 
g, = Ker a,(cp), alors on a gz = 0 et done g, = 0 pour 13 2. Par consequent, 
I’application rl: R,, , + R, est injective pour I> 1. la cohomologie HA.‘(g,) 
de Spencer de g, est nulle pour k > 2 et j > 0. et gz est involutif. De plus. 
pourj> 1 la cohomologie 
Gi= H ‘,j- ‘(81) 
est egale au noyau de 
Le diagramme commutatif 
0 0 
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est exact partout sauf peut-etre dans sa premiere colonne; on dtduit done que 
(3.9) est surjectif pour j> 0 et que Gj est un fibre vectoriel. Ceci nous 
permet de calculer le rang de G;; en particulier le rang de G, est egal a 
n’(n’ - I)/12 et done g, n’est pas 2-acyclique lorsque n > 2. 
Soit 
p; A’ T* @ A’ T* -+ l\j+ ’ T” @ T* 
le morphisme de fibres vectoriels defini par 
j+ 1 
pouruEAjT*@/\*T*,< r,..., <j+ 1, r] E T. Alors 
P(O 0 (a A P)) = (-lr’ ((m A a) op - (0 A P) 0 ah 
pour w E A’ T*, a, /3 E T*, et ainsi le diagramme 
/,i+l 79 @ /,’ T* ?+ l\.i+l T* @ T” 
I1 I 
id@x” 





est commutatif; puisque les fleches verticales de (3.13) sont des 
isomorphismes, l’application (3.10) est surjective pour j > 1. 
Considerons le diagramme commutatif 
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qui est exact sauf peut-2tre en /\’ T* @ g, dans sa premiere colonne. Si 
est le morphisme 6 . (a,(p))-’ . 6. ce diagramme nous donne la suite exacte 
O-S’T”~T~S*T”~S’T*~/\‘T*~g, 
r, A3 T* @ Ti 0. (3.14) 
de sorte que G, est egal a l’image de r, . On voit directement d’apres (1.4), 
(3.8), et (3.3) que 
r,((a, . a,) 0 6 . P2)) 
=${(u, Ap,)@a*Os#(P*)+(a, NmwawvA) 
+ (a2 A P,) 0 aI 0 fU&) + (a2 A Pd 0 aI 0 g”Ca,) 




pour a,, aI. /I,, /3: E T”. Si 
5: S*T* @ S*T* + A* T” @ A’ T” 
est le morphisme de fibres vectoriels (id 0 , ’ ) 0 r, . on a done 
r((a, -a2)@@, .PL))=~l(a, AP,)o(a,A~PI)+(a,Ap2)O(ct,API) 
+(azAP,)@(aI ~&)+(azAPz)C3(u, AP,)I. 
pour a,, a?, /I,, /I2 E T”, et on verifie que 
~(~)(~,.~*.~I,~~l2)=~/~~5,.~l,~~z~~l~)+~(52~~l~~i,~~l,~ 
--u(5*.~l,,;,,~l*)-u(r,.Il*,r*,~/,)l. (3.15) 
pour u E S’T* @ S’T* et i,, &, rl,. yz E T. 
De l’exactitude de la suite (3.14) et de la commutativite du diagramme 
(3.13) avecj= 1, on deduit le 
LEMME 3. I. La suite 
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est exacte et l’image G de 5 est le sous-j?bre’ de A 2 T* @ A’ T” form& des 
Pkfments w  vkrifant fa premih-e identite’ de Bianchi ,uu(w> = 0 ou 
L’exactitude de la suite du lemme 3.1 en A’ T* @ A’ T* resultait deja du 
corollaire 4.2 de (41 et de la commutativite du diagramme (5) de [S]. 
Remarquons que G est le sowfibre de 0” T* forme des elements ayant 
les symetries d’un tenseur de courbure de Riemann-Christoftel. Rappelons 
que, si w E G, alors 
~(t,,r,,r,~ 44I=N&,r4, r,, r213 
pour t,, t2, &, t4 E T (cf. [ 12, Vol. 4 P. 1981). 
Les applications 
(3.16) 
nous donnent par restriction des morphismes 
pour j > 1, qui induisent sur G, = @,i,, Gj une structure de A T*-module 
grad&. On note rj+, I’application A,,j+ r: T* @ Gj + G,i+, et on pose 
r’, = rI 0 A,.?: S’+‘T* @ S’T” + S’T” @ G,, 
I 
'jtl =~j+,~A,,,:S’+‘T*@Gj+S’T*@Gi+,, 
pour j> 1. 
PROPOSITION 3.1. Les suites 
O+ S’t’T* @ T *l+““‘, S’+?T” @ S2T” -% S’T” @) G, 
r!- ’ &ss’-‘T* @ G, ” ’ + .,, - T*@G,++G,+,+O 
(3.17,) 
sont exactes pour I> 0. 
Dkmonstration. On pro&de par recurrence sur 12 0. L’exactitude de la 
suite (3.17,) decoule de celle de (3.14). Soit I un entier 21 et supposons que 
les suites (3.17.,) soient exactes pour 0 <j < I - 1. Le diagramme commutatif 




+ -< -< 
; = 3 I ;I 1 : 
+o 
+o 
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est exact partout sauf peut-Ctre en I\ ” 2 T* @ g, dans sa premiere colonne et 
en sa premiere ligne. Done sa premiere ligne est aussi exacte et nous 
obtenons une suite exacte 
lorsque 1 = 1, ou une suite exacte 
S2T* @ G,-, A T” @G,% /j’+‘T*@&dt3T*@T*0 
lorsque I > 1, ou t;+ , est une application qui est bien difinie de la maniere 
suivante. Si uE T*OG,, soient Uj E A’ T* 0 TV 0 G,_j, avec 
1 <j< I - 1, et uI E A’ T* @ S*T* 0 S*T* verifiant 
r f-j+ *(Uj) = (-l,‘-’ 6uj- 1, (3.19) 
pour 1 <j ,< I, avec uO = u et 624, = uO ; on pose alors 
f,+ l(U) = -imp))-’ 6%. 
Si v E S2T* @ S*T* et a ,,..., a, E T*, alors 
u=uo=a,@(a2A .*. A a, A r*(u)) E T* @ G,, 
et 
uj = (al A . ..Aaj)@aj+.@(ajt2A ..e Aa,As,(v)) 
appartientiAjT*@T*@GImjpour l<j<l-l,et 
uI = (a, A .‘. A al) @ v 
est un element de A’ T* @ S2T* @ S*T*; on verifie facilement les relations 
(3.19) et on a done 
f,+,(u) = -~(u,((D))-’ &(a, A .. . A a,) @ v) 
= (-l)‘+’ 6(u,(p))-’ (a, A ... A aI A 6~) 
= (-l)‘+’ &a, A -.. A a, A (u~(~I))~’ 6~) 
=-a,A ... A a,A @(u,((p))-’ 60) 
=a, A ... A a, A T,(U). 
Puisque rj est surjectif pour 1 <j < 1 d’apres l’hypothese de rtkurrence, on 
deduit que ?,+l = rl+]. I1 en resulte que la suite (3.17,) est exacte. 
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Puisque les applications rj+ I sont surjectives pourj > 1, on voit que G. est 
engendre par G, en tant que A T*-module. 
Pour I > 1, soit Hi l’image de r{. De l’exactitude des suites (3.17,), on 
deduit que H; est un sous-fibre vectoriel de S/T* @ G,. Puisque le 
diagramme (3.18) est commutatif et exact sauf dans sa premiere colonne en 
Alt2 T* @g,, il resulte que le sous-complexe 
-A “T*@H@/\‘T*@G, (3.20) 
de sa quatrieme colonne est exact pour I > 1. Done Hi+, est le I-ieme 
prolongement du sous-fibre Hi de T* @ G, et Hi est involutif; de plus 
6(A,-’ T* @Hi) est un sous-tibrt de A’ T* @ G,. 
Pour 12 0, on pose 
r’=nA12 ( : S’+‘T* @ S’T” j S/T* @ G, 
et on note H, l’image de r,. On a r: = , 0 r’, ou z: S’T* @ G + S’T” @ G, est 
un isomorphisme; done de l’exactitude de la suite (3.20), on deduit que le 
sous-fibre vectoriel H,, 1 de S,+ IT* @ G est le l-ieme prolongement du sous- 
fibre H = H, de T* @ G et que H est involutif. Done la suite 
~j-‘T*OHz~~,iTXOH~~,ii’T*OG (3.21) 
est exacte et S(f\j T* @ H) est un sous-fibre vectoriel de A,*’ T* @ G. lci. 
l’application 6: H + T* @ G est l’inclusion naturelle et on identifiera 6(H) et 
H. La suite (3.21) nous donne un isomorphisme de fib& vectoriels 
(A~T*@H)/&~-’ T*@H,)*6(A\‘T”@H). (3.22) 
et evidemment on a 
d(/jjT*@H)=O pour j>n. 
Si on pose 
(r’)‘= r1 o A,.,: Slf3T* @ S2T* --) S/T* OH, 
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on verifie facilement que le diagramme 
est commutatif. 
Soit Ej le noyau de 
p: l\j+’ T* @ A’ T* + //j+’ T* @ T*; 
on a E, = G d’apres le lemme 3.1. On pose 
E= @ Ej; 
j> 1 
les applications 
nous donnent par restriction des morphismes 
(3.23) 
(3.24) 
qui induisent sur E une structure de A T*-module gradue. Comme le 
diagramme (3.13) est commutatif et que ses fleches verticales sont des 
isomorphismes, l’application I induit par restriction un isomorphisme 
I:E+G. 
de A T*-modules grad&s. Done E est engendre par E, = G en tant que 
A T*-module et l’application 
est surjective pour j > 0. On note 
l’application (3.24) avec r = 1 et on pose 
o:+, =aj+1 Od,.* : Sl+‘T* @ Ej+ SIT* BE,;, ,; 
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alors 2 0 uj+, = rj+, 0 I et par consequent z 0 ul+ , =r,!+,or,pourj>l,I>O. 
Done d’apres la proposition 3.1, les suites 
0 --) S’+3T* @ T o1+2’o), S’+ ‘T* @ S2T* -II, SIT* @ E, 
3 S’-lT* @E, z ... -+T*@E,y E,+,-+O (3.25,) 
sont exactes pour l> 0. L’exactitude de (3.25,) en T* @E, est deja 
demontree dans [5]. 
LEMME 3.2. La suite 
~‘-‘T*~H~r!‘T*OC~E,,,-O (3.26,) 
est exacte pour j > 0. 
Dhnonstration. On pro&de par recurrence sur j. La suite (3.26,) est 
trivialement exacte et l’exactitude de la suite (3.26,) resulte de celle de 
(3.25,) en T* BE,. Soit j un entier > 1 et supposons que les suites (3.26,-,) 
et (3.26,) soient exactes. On verifie facilement que le diagramme 
* I 
0 0 0 (3.27) 
est commutatif; d’apres I’exactitude de (1.7) et de (3.25,+ ,), ses colonnes 
sont exactes. Notre hypothese de recurrence nous dit que ses deux premieres 
lignes sont exactes; par consequent, sa troisiime ligne (3.26,+ ,) est aussi 
exacte. 
D’apres l’exactitude de la suite (3.26,), on voit que w E T* @ G appar- 
tient a H si et seulement si w vcritie la deuxieme identite de Bianchi 
az(w) = 0 ou 
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pour tous 5,, t2, t3, vl. v2 E T. 
Soient 
j+l_ A\‘T*OG c - 
8(/j-' T* @H) 
le conoyau de I’application 6 de la suite (3.26,) et 
la projection naturelle. Pour j > 0, le lemme 3.2 nous donne un 
isomorphisme de fibres vectoriels 
tel que le diagramme 
/j'T*@G 
I-, \ic.? (3.28) 
C j+ I -El+, 
soit commutatif, alors 4,: C’ --t E, est l’application identitt de G. On a done 
c’ = 0 pour j > II. (3.29) 
D’apres la commutativite du diagramme (3.27), on voit qu’il existe un 
morphisme 
tel que le diagramme 
soit commutatif; on pose 
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On verifie facilement que le diagramme 
T*@%,C it I 
I 
Q, “,a / 
1 
T*@Ej%Ei+, 
est commutatif pour j > 1. II risulte ainsi de l’exactitude des suites (3.25,) 
que les suites 
sont exactes pour 12 0. 
La commutativite du diagramme (3.27) nous montre que I’application 
~,.i:T*(~),iT~!:G~~"'T*[~G 
nous donne par restriction un morphisme 
/I;: T* @ 6(//- ’ T” @ H) + 6(/j’ T* 0 H), 
pour j > 1; on pose 
LEMME 3.3. Les suites 
O-+H,, , b S’T” @ H 3: S’- ‘T* 13 d(T” @ H) 
+ T” 0 8(/j ’ T” @ H) 2 &(A’ T* 0 H).--i-O- (3.31,) 
sont esactes pour 12 0. 
Dhonstration. Le diagramme (3.32) est commutatif et ses colonnes 
sont exactes. D’apris I’exactitude de (1.7) et de (3.30,+,), ses deux dernieres 
lignes sont exactes, ce qui entraine que sa premiere ligne est aussi exacte. 
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Soit F un fibri vectoriel sur X. Considerons, pour j > 1, les fibres vec- 
toriels 
Fi=6(/jp’ T” @ H)@ (A,‘-’ T” @ F) 
et, si I’on identifie S’T* 0 F, et 




De l’exactitude des suites (3.25,+ I), (3.31,) et (1.7) et de la commutativite du 
diagramme (3.23), on deduit I’exactitude de la suite 
et que LU? - co? est dans G,. Si dim X = 4, soit wI I’eliment de 0” TF dkfini 
par 
pour tous <, . rz, r3. & E T.y. Comme wj est dans A” T,*, on a 
de sorte que w4 n’appartient pas a G,. La representation p de (T” 8 T), sur 
0” T-F nous donne par restriction une representation de cette algebre de Lie 
sur G,, et on pose 
i i W.,= /oCO’T,*Ip(u)w=O.pourtoutuEg,,.,~. 
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D’apres le theoreme 10.2.A de Weyl ] 161, si dim X # 1 et 4, alors 
(to,. LL)?, wj } est une base de iYT ; lorsque dim X = 4. c’est { trt, . w?, (uj. cuJ } 
qui est une base de W,. 
LEMME 3.4. Soient x E X et 1’ E G, f? W,. Alors il existe A E R tel que 
~=A(u~-w~). 
De’monstration. Le lemme est trivial si dim X = 1. On verifie aisement 
que les settles combinaisons lineaires de u,, w2, oj qui sont dans 
(A’ T* @ 0’ T*), sont de la forme A(u, - ul). Si dim X> 2, le lemme 
decoule de ceci et des observations precedentes. 
D’apres Weyl [ 161, nous avons aussi le 
LEMME 3.5. Si x E X et v E 0” T: uPrij?ent p(u)v = 0 pour tout 
u E (T* 0 T),, alors LT= 0. 
4. OP~RATEURS DE COURBURE 
LEMME 4.1. Soient V une connexion saris torsion dans T et xv la scission 
de la suite (2.2) de’terminke par V. Alors V est la connexion de Lezli-Cirita 
de la m&rique g si et seulement si xv(T) c R , . 
Dkmonstration. D’apris le lemme 2.1 et (2.17), on voit que Vg = 0 si et 
seulement si (2; g)(x) = 0 pour tous .Y E X et [ E FT tels que j,(i)(x) E xc(T). 
Si h est une metrique riemannienne sur X, on note Vh la connexion de 
Levi-Civita de h et .2(h) la courbure de h, section de A’ T* (3 T* !a T. 
definie par 
pour tous <, q, c E F’. La courbure de Riemann-Christoffel de h est la 
section .x(h) de G determinte par 
@&NC,, t-2. (3, i,) = 4i,. md(i,. i2L i,). 
pour tous C, , C2, ij, C, f T, oi 
On note .2(h) la courbure de h, section de 
(4.1) 
p,? T* @ A2 T= Hom(A’ T, A’ T), 
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determinee par 
Y(h) = h” 02(h), (4.2) 
oli h”: A2 T + A ’ T* est I’isomorphisme induit par h? Pour 12 1, on note 
(Y’.@)(h) = (Vh)‘.#(h) 
la derivee covariante I-ieme de .9(h), qui est une section de 0’ T* ‘2% G sur 
X. Rappelons que (/l’.H)(h) = Vh.#(h) est une section du sous-fibre H de 
T* @ G. On convient que (‘I’” &)(h) = ri(h). On pose 
VR = 8, J?(g) = 2, .2(g) = R, .2(g) = R: 
on a ainsi 
(I/“.r/)(g) = V’R. 
On note aussi V la connexion induite par V dans 0” T* @ 0” T, cette 
connexion induit a son tour une connexion dans le sous-fibre S’T* de 
0’ T*, dans le sous-fibre A” T* de 0” T*, dans les sous-fibres 
A’ T* @ A’ T* et G de 0” T”, dans le sous-fibre H de 0’ T* et dans le 
sous-fibri A2 T* 0 G de 0” T *. Si V^  est l’operateur differentiel (2.18) 
d’apris (2.23) et (2.19) on voit que 
(v-y u = -qv’u) = -I? -. u, (4.3) 
(q2(w@zl)=--wA (Rlh), (4.4) 
pour u E 0” F*, o E A Fe*. En prenant u = R consideree comme section 
de G ou de 0” T* dans (4.3), on obtient 
~(v~R)=~AR, (4.5) 
en tant que sections du sous-fib& 6(T* @ H) de A ’ T* @ G. 
Soit h une section de S2T* sur X. Si x0 E X, il existe E > 0 et un voisinage 
U de x,, tels que la section g + th soit une metrique riemannienne sur U pour 
tout ItI < E. Alors puisque le symbole de la connexion V”i’h est egal a 
l’identite de T* @ T sur U pour tout 1 t/ < e, l’operateur differentiel 
pour g E CT, x E U, est d’ordre zero et on obtient ainsi un morphisme de 
tibrls vectoriels 
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sur X tel que 
pour x E X, {, q E TX, oti f E KX est un germe quelconque tel que &XT) = r/. 
Puisque 
pour c, VE gX;, xE U, et ItI <a, on a 
L:ll =qr, (4.6) 
pour 5. q E T, et Lh est une section de S2T* @ T. Soient r, r/, < E KY avec 
xE U, alors on a pour jtl < e 
r. (g + th)(q C) = (g + th)(Vf+% 0 + (g + fh)(rl. vf+fhi). 
On diduit de cette formule l’identite 
r. WV, 0 = ~v$L r) + h(V,rl, c-1 + g(c L:i) + w v,o 
pour c, v, i E CT, ou encore 
(V,h)(% i) = N$% i) + S(Q L:i)? 
pour I$ q, [E T. D’apres (4.7) et (4.6) on obtient 
g(LpL i) = ~i(V,wL 0 + P,Wi~ 0 - (V,M, IIll* 
pour r, v, [ E T. 11 existe done un morphisme de fib& vectoriels 




P(j,(h>(x>> = ww>~ 
pour x E X. D’apres (4.8) (3.7) et le lemme 0.1 de 161, on a 
a(j3) = e = (al(rp))-‘. 
La section Lh induit un morphisme de fib& vectoriels 
(4.9) 
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d6Aini par 
pour w E 0” T* et (, r, ,.... & E T. tel que 
pour wEBkF *. Pour ( E T ,  si on considire l’application L:: T + T, qui 
envoie ii dans LF q, comme un Gment de T* @ T, et si on dkfinit 
oti w E 0” T*, [I ,..., rk E T, alors . 
L;co = p(Li)w, (4.11) 
pour w E 0” T*, oti dans le membre de droite Lf appartient A T* @ T. 
Si h E S2T*, on note 
I’application donnke par 
A;(<, A .” A &) 
= \‘ k?(<,) A 
,I 
... A sb(ti- ,I A hb(Ti) A g”(<;+ ,) A . . . A gyc,), 
Pour r, . ...1 i, E T. 
Notons 
#;: S2F-” + c , (L&q: S’F-* + 0’ e-* (3 r, 
les linkarisks le long de g des opt‘rateurs non-linkaires .?, ./r’, .# et Q’.d, 
respectivement; .2;, .2: et .#: sont des opirateurs difftrentiels linkaires 
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d’ordre 2 tandis que (2’3)): est un opkrateur diffCrentie1 d’ordre I + 2 qui 
prend ses valeurs dans @‘-I I”* C&F lorsque I> 1. Si h E S’F*, on a 
(L/.‘,d);(h)=~((ii’.d)(g+th))l,~,,=~((v~-~”)’.n.(g+th))l, (,’ 
(4.12) 
D’aprk (4.1) et (4.2), on a pour h E S’F* 
.d:(hi=& (.2(g + th) fi (g + th)) If-” =.2’:(h) fi g + JTfi h, (4.13) 
.~h(h)=~((g+fh)b..d(g+th))l~ (,=g’J;(h)+h;di. (4.14) 
D’aprks (4.12) et (4. lo), on a 
(g’,q (h) = V’.&y(h) + ;- Vk-‘(Lh(V’- kR)). 
k=-I 
(4.15) 
si on convient que V” est l’identitt; en particulier. pour I= 1 on a 
(LL5?); (h) = W;(h) + L hR. (4.16) 
D’aprk (4.15) avec I= 2 et (4.16), on voit que 
(I/%); (h) = V(Y.3); (h) + Lh(VR). (4.17) 
oti les trois termes de cette identitt: appartiennent a F* ~3~9’. 
LEMME 4.2. Soient I un entier > 0 et h E S’F.z, avec x E X, tels que 
j,+,(h)(x) = 0. On a 
(P’q): (h)(r, ,..., r,q i, + i, * c3 I i,)C~) 
= (V*, . . . . . v,, .R:@))(i, - c-2. ii- L)(X)? 
pour t, ,..., r,,i,.c2,13,14Ec. 
Dtfmonstration. Le lemme est trivial pour 1= 0. Supposons maintenant 
que I> 1. Puisque Lb(x) dtpend lintairement de j,(h)(x), on voit que 
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Vkp ‘(f._ho)(~) depend lineairement de j,(h)(x), pour CL) E “f et k > 1. 
Comme j,(h)(x) = 0, on a done 
vk-‘(L*(v’-kR))(X) = 0. 
pour 1 < k < 1; d’apres (4.15). on a ainsi 
(CPAJ)): (h)(x) = (VA;(h))(x). 
Puisque .;r’i est un operateur differentiel d’ordre 2 et quej,, ,(h)(s) = 0, on a 
j,- ,(s;9:(h))(.K) = 0, 
et d’apres (2.7). on a 
(v’.fP]:(h))(r, ,..., C? i, 3’... iJ)(.K) = (Vr, . ... . v,,.n’:(h))(i, . . . . . i&K). 
pour t, , . . . . t,, i, . . . . . & E F-Y, d’ou le lemme. 
Le lemme suivant est demontre dans [ 13, Paragraphe 18 ] 
LEMME 4.3. Pour toute section h de S’T”, OH a 
On deduit de (2.8) que I’identiti (4.18) en x E X est equivalente a I’egalite 
pour tous <, , t2, r3, & E cy verifiant (V,,<,)(x) = 0 pour 1 < i, j < 4. De plus, 
d’apres (2.7) et le lemme 4.3, l’egalite (4.19) reste vraie en x E X pour tous 
5, 3 5, y t3, C, E Cv, lorsque j,(h)(x) = 0. 
De’monstration. Pour / t 1 suffissamment petit, on a 
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d’oti on obtient 
On voit done que 
Supposons que (Vzicj)(x) = 0 pour 1 < i, j < 4 et virifions l’igalitk (4.19) en 
x. En haluant les expressions ci-dessus en x, on obtient d’apris (4.8) en x 
les relations suivantes 
Or, on a 
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d’apres notre hypothese, cette expression est egale en x a 
et finalement on obtient I’igalite (4.19) en x. 
LEMME 4.4. Sil>Oet~EF,ona 
(u’.5?); (i4; g) = LqV’R). (4.20) 
Dhonstration. 11 est bien connu que l’opirateur ~3’3 est un invariant 
riemannien, c’est-i-dire que 
f”(Ge@)(h) = (a’sqj-*h) 
pour toute metrique riemannienne h sur X et tout diffeomorphisme local f de 
X. Si (D, est une famille a 1-parametre de diffeomorphismes locaux de X et r 
est le champ de vecteurs (c&p,/&) (,=0, on a done 
f&yY’.d)(g) = (P.m)(cp;g), (4.2 1) 
et (4.20) s’obtient immediatement en derivant les deux membres de (4.21) 
par rapport a t en t = 0. 
Si rE F, on a d’apres (4.2) 
~~R=i/;(gboR)=gbo~~R+(~~g)~oR; (4.22) 
d’autre part, en prenant h = LY’$ g dans (4.14), on obtient 
gbO:~:(~;Cig)=.~‘:(~/;g)-(~~g)~oR=~~R-(~~gg)~oR=gbo~~R 
d’apres (4.20) avec I = 0 et (4.22), d’ou l’on deduit l’egalite 
.a;($ g) = s&f. (4.23) 
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On detinit un operateur differentiel lineaire 
d’ordre 2 en posant 
D,h = gb 0 s;(h), 
pour h E S*F*. On a done d’apres (4.14) 
D, h = 9;(h) - h,h 0 R, (4.24) 
pour tout h E S*d*. Si rE g, l’egalite (4.23) nous dit done que 
D,Plg=gbo L@, (4.25) 
de sorte que D&g = 0 si et seulement si .$I?= 0. Puisque I’application de 
S*d* dans A’ g* @ A’ K* qui envoie h dans hj o I? est induite par un 
morphisme de fibres vectoriels, on a 
~;(h)(x) = (D,Wx), (4.26) 
pour tous x E X et h E S*K’,* tels que h(x) = 0. 
De (4.19), (3.15), et du lemme 0.1 de [6], on dttduit que 
cJ(.w;) = r; (4.27) 
en utilisant (4.25), on a aussi 
a(D,) = 5 (4.28) 
et done 
a,(9;) = a,(D,) = r’, (4.29) 
pour tout 13 0. D’apres le lemme 4.2 et le lemme 0.1 de [6 1, on voit que 
pour tout 1> 0. 
u((cP ‘2);) = u,(n;) = t’, (4.30) 
Notons T,. (resp. T,*) le fibre tangent (resp. cotangent) d’une variete 
differentiable Y. 
PROPOSITION 4.1. Soient (Z, gz) et (Y, gy) deux varie’te’s riemanniennes 
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telles que dim Z < dim Y, et soit J Z + Y une immersion isome’trique 
totalement ge’odksique. Pour tous z E Z et h E S2F:J,;,, on a: 
f*.&;,(h) = .ti’;,(f*h) (4.3 1) 
et, si h(f(z)) = 0, 
U-*D,yW)(4 = (D,,U-*W(z)~ (4.32) 
DPmonstration. Soient z E Z et h une section de SIT: sur Y. Si t E R, 
posons g, = g,. + th et S, = g, + tf*h. 11 existe des voisinages I? de z dans Z 
et U de f(z) dans Y tels que f(O) c U et que g, et g, soient des metriques 
riemanniennes sur 0 et U, respectivement, pour tout t assez petit. Appelons 
B’ la seconde forme fondamentale deA vue comme application de la variiti 
riemannienne (0, g,) dans la variete riemannienne (U, g,) (cf. (4, p. 65 I). On 
af*g, = f,, done, d’apres l’equation de Gauss (cf. [ 12, Vol. II, p. 23 I), on 
obtient 
(f*.H(g,) - .@(i,,))(t, v. L A) = g,(B’(C 0 B’(v, A)) - g,@‘(t, 1). B’(v. i)). 
(4.33) 
pour tous r, q, i, 1 E To. Par hypothise, on a B” = 0, et en derivant (4.33) 
par rapport a t, en t = 0, on trouve que 
f (f*<a(g,) - 2(&)) I(=0 =.f*.q,w - 47Lf”h) = O 
sur l?, et done en tout point de Z. L’egalite (4.32) decoule alors de (4.26). 
Si 6: T* OH-, A’ T* @ G, alors d’apres (4.5). on a pour h E S’g* et /tl 
suffisamment petit 
d((CP’.S’)(g + th)) = <,+(g + th) A.A(g + th), 
d’ou l’on deduit 
6(Y ‘3’); (h) = .2;(h) AR + i A c@;(h). (4.34) 
Puisque .2: et ,Hi sont des operateurs differentiels d’ordre 2, il existe un 
morphisme de fibres vectoriels 
x: J,(S*T*) + 6(T* @ H) 
tel que 
x( j:(h)) = S((U ‘~3); (h)), 
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pour tout hES26*. D’aprks (2.1 l), si u E T* @ T et u E G, alors 
u _J u E G; on a done un morphisme de fib& vectoriels 
y: G+ A’ T* @ G 
dtfini par 
y(u)=z(u)AR +R”_Ju, 
pour u E G. Si x E X et h E S*g: vkrifient h(x) = 0, d’apris (4.13) on a 
ou 
.@;(h)(x) = (c’%]:(h) 77 g)(x), 
@F;(h))(x) = .$;(h)(x); 
done d’aprk (4.34) et (4.27), on voit que 
a(x)=yor. (4.35) 
Puisque t: S2T* @ S2T* -+ G est surjectif, de (4.35) on dkduit que y est i 
valeurs dans S(T* @ H). 
5. OBSTRUCTIONS AU REL~VEMENT DES SOLUTIONS FORMELLES DE 
L~QUATION DE KILLING 
Puisque le morphisme a(q) est surjectif, le diagramme 
0 0 0 
I I I 
0 - g1 - T*@T---+ u((D’ S2T” ~ 0 
I 
E I E I id 
O-R,- J, P”) ; S2T* -+ 0 
I x0 I no 
id 
I 
O+ T- T -0 
I 
0 
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est exact et commutatif; done la projection rc,, : R, + T est surjective. On dit 
dans cette situation que l’equation de Lie R, est formellement transitive (cf. 
I loll. 
LEMME 5.1. Le morphisme p,(q): J2(T) + J,(S’T*) est surjectif et la 
projection naturelle 71,: J2(T) --t J,(T) induit un isomorphisme de R, sur R,. 
Dkmonstration. Comme al(q) est un isomorphisme, le diagramme 
0 0 
! 
T*@S’T* --t 0 
I lE lE 
0 + R, + J,(T) 2 J,(S2T*) 
0 0 
est exact et commutatif, ce qui permet d’obtenir simultanement la surjectivite 
dep,(cp) et de x,:R,+R,. 
Lorsque dim X = 1, alors g, = 0 et G = 0. Done R = 0 et d’aprb le lemme 
5. I et le theoreme 2.2, R, est formellement integrable. 
On pose H, = G. 
TH~OR~ME 5.1. Pour tout I > 0, la suite 
de fibrPs G fibre tlariable sur X est exacte, ori Ri est dtfjini par 
fl’(j,+ ,(O(.Y)) = (JJl V’R Ku). 
pour tous ,Y E X et 5 E “; tefs que j, I z(<)(x) E R, + ?. 
Dkmonstration. D’apres (4.29) et I’exactitude de la suite (3.25,). le 
diagramme 
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0 + R,+3 --t 
P,,?IW) 




= /+!  
I 
“I. I 
0 + RI+, + 
P/i I(W) 
J,,,(T) - J,+,(S’T*) 
0 0 
est exact et commutatif, ce qui nous donne une suite exacte 
de fib& i fibre variable sur X, oh, pour p E R, + :, on a 
Q’(P) = d$) t.-lp,+ 2@)4, (5.1) 
avec q E J,+,(T) tel que r,+*(q) hp. Soient x E X et {E @Yy tels que 
j,+2(W) E RI+,. On a 
0i1 h = $ g. Comme j,, ,(h)(x) = 0, on a, d’apris le lemme 0.1 de [6 1 et 
lemme 4.2, et puisque V induit une connexion dans G, 
pour ill ,..., rlr, i, ,..., [, E ~57~. On obtient done, d’aprks (4.20) 
Q’(.h+,(WN = C@“‘R)W 
D’aprh (4.22), on a 
Q”(“i,(Nx)> = cqR)(x) = g b. ~~R)(xh (5.2) 
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Nous allons maintenant decrire le conoyau de p?(q). Soit G le sous-fibre a 
fibre variable de G, dont la fibre en s est 
~,={(;/:R)(.u)/rEi”;etj,(r)(x)ER,), 
et soit a: G --+ G/G la projection canonique. Puisque E, : RL + R, est bijectif, 
on a 
G = Im R”, (5.3) 
et d’apris le theoreme 5.1 avec I= 0 la suite 
O-tR,~R,~&O (5.4) 
est exacte et 
KIR 3.i = {j,(M-~) I <E F,- et (i/;g)(.~) = 0. (.Y;R)(x) = 01, (5.5) 
pour zc E A’. Done G’ est un fibre vectoriel si et seulement si R, l’est. Posons 
h, = (u E g, 1 p(u)R = O} = {u E T” @ T 1 p(u)g = O,p(u)R = O}. 
D’apres (5.5) et (2.10), on a l’tgalite 
Qh,)= (r,R,)nQg,). (5.6) 
Definissons un morphisme de fibres 
K: S2T* --t G/G” 
par 
K(h) = u@(~(h))R). 
Si 
n: J,(T) + G/G 
est le morphisme defini par 
W,(t)(x)) = -a(y;R J(x), 
pour r E ;“I et x E X. alors la restriction de EJ au noyau R, de cp est nulle et 
il resulte de (2.10) et (3.6) que le diagramme 
J,(T) & S’T” 
I m k,L 
GIG 
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est commutatif: si x E X, r E Kx;, et h E S’T,* vbrifient (PC g)(x) = h, alors 
on a 
K(h) = -a(sp)(x). (5.7) 
Soit 
y/: J,(S’T*) + G/e 
le morphisme de fibres defini par 
V’(j,(h)(x)) = a.R;(h)(X) + K@(X)), (5.8) 
pour tow x E X et h E S’B.:. D’apres (4.27), il est clair que le diagramme 





J,(S*T*) L G/e 
est commutatif. Comme 5 et u sont surjectifs, ty I’est aussi. On pose 
pour toute section h de S*T*. 
La relation entre les opirateurs D, et D, est don&e par le 
LEMME 5.2. Soit h une section de S*T*. Si x E X et 5 est un champ de 
vecteurs sur X tels que (2; g)(x) = h(x), alors D&h - Yl g)(x) appartient ti 
G et 
(0, h)(x) = W,(h - % g>(x)). 
Dkmonstration. D’apres (4.26) et (4.20) avec I= 0. on a 
D&h - I,c; g)(x) = A?;(h - Yt g)(x) = (s;(h) - ii;R)(x). 
La relation (5.7) et cette Cgalite impliquent que 
(Dl h)(x) = (ad;(h) + K(h))(x) = c+?;(h) - $R)(x) 
= aD,(h - PC g)(x). 
On deduit du lemme 5.2 que 
D,Y;g=O, 
pour tout champ de vecteurs 5 sur X. 
(5.10) 
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PROPOSITION 5.1. La suite 
JdT) - ‘*(“) J,(S’T*) 5 G/c" + 0 
est exacte. 
De’monstration. D’aprh (5.10), on a y op2((o) = 0. Le diagramme 
0 + R, + 
PI(O) 
J2(73 - J,(S2T*) + 0 
I 
est commutatif; ses lignes et colonnes sont des complexes et il est exact 
partout sauf peut-2tre en J,(S’T*) dans sa deuxiime ligne. D’aprh (5.3), 
(5.1) avec 1= 0, et (4.27). on voit facilement que sa deuxiirme ligne est aussi 
exacte en J2(S2T*). 
LEMME 5.3. Pour tout x E X, on a 
(VR)(.u) E (T” @ G),. 
DPmonstration. Si x E X et <E T,, soit CE FIy tel que j,(<)(x) =x4(r); 
alors d’aprtk (2.17). on a 
V,R = &R)(x). 
D’apris le lemme 4.1, on voit que jl([)(x) E R , et done que V,R E G,. 
Remarque 5.1. Si z,,: R, + T est surjectif. avec k > 3, on a 
R, = &gl + n,(R,). 
Soit x E X. D’aprks (5.5), on a alors 
G’, = ((plR)(x) I t E C et j,(t)(x) E al I. 
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Ainsi d’apres (2.10), G”, est l’orbite 
G.x = Mu) R(x) I u E g,.xl 
de R(x). et la suite 
O+h,+g,+&O 
est exacte, ou l’application g, + G envoie u dans p(u)R. Done h, est un fibre 
vectoriel si et seulement si G ou R, l’est. Si u est une section de g, et si 5 est 
un champ de vecteurs sur X, puisque Vg = 0, on voit que 
0 = V&P(uk) = PP,U)& 
et que V,u est une section de g, ; d’autre part, on a 
V,@@)R) =~(v,u)R +P(u) V,R. (5.1 1) 
Supposons que R, soit un fibre vectoriel et que rrk: Rk+ , + R, soit surjectif 
avec k > 2. Alors d’apris le theorime 2.2 applique a R,, on voit que R, est 
une equation differentielle formellement integrable et qu’il existe une suite 
exacte 
oti D, = v, oj, et ou les B, sont des fib& vectoriels, P, est un operateur 
differentiel lineaire d’ordre < k et les P, sont des operateurs differentiels 
d’ordre 1 pour I > 2, qui est formellement exacte dans le sens du theoreme 
2.2 et telle que la suite 
P(U, T)1: P(U, S’T*)G C”(U, B,) 
soit exacte pour tout ouvert simplement connexe U de X. 
Le crochet 
difini par 
avecxEXet <,riEc,, permet de construire une structure d’algebre de Lie 
sur R,+,. En effet, puisque R, est une equation de Lie. on a 
IR k+,+,rRk+,+,l CR,,,. 
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pour I > 0; comme R, est formellement integrable. le crochet 
dtlfini par 
pour C, q E R,, oti 71;’ est I’inverse de l’isomorphisme zk: Rk+ , --$ R,, induit 
SW Rk., une structure d’algibre de Lie pour tout x E X. 
Si CJ est un ouvert de X et x E U, I’application 
Sol(U, R,)+ R,,,, 
qui envoie 5 dans j,(<)(x), est un morphisme d’algibres de Lie et, si U est 
connexe et simplement connexe, d’aprk le thlorime 2.2. est un 
isomorphisme. On obtient done: 
PROPOSITION 5.2. Si X est connexe et simplement connexe et si R, est 
formellement intkgrable avec k > 2, alors pour tout x E X I’alggbre de Lie 
R k,x est isomorphe ci I’algZbre de Lie des isome’tries infinite’simales globales 
de (X.g). 
Remarque 5.2. Si (X,g) est une vari&t: riemannienne localement 
homogkne, c’est-g-dire, si pour tous x, J’ E X. il existe une isomtttrief: X---t X 
dkfinie au voisinage de x telle que f(x) = y, alors R, + , est un fibr6 vectoriel 
et 7r0: R,,, + T est surjectif pour 12 0. Done, puisque le rang de Rz est &gal 
a n(n + 1)/2, d’aprk la remarque 2.1, il existe un entier k, avec 1 ,< k < 
(n(n + 1 )/2) + 2, tel que R, soit formellement intigrable. 
6. LES VARII?Tl% A COURBURE CONSTANTE 
On dira que la mkrique g est i courbure constante si 
R= -K id,,, . 
ori K est une constante, la courbure de (X,g). 
PROPOSITION 6.1. Les conditions suivantes sont Pquivalentes: 
(i) z?: R, + RI est surjectif. 
(ii) R , est une iquation diffe’rentielle formellernent intt!grable, 
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(iii) qE= 0, pour tout r E 6, 
(iv) D,i2p, g = 0, pour tout < E i5. 
Ces conditions sont satisfaites lorsque: 
(v) g est ci courbure constante; 
si X ext connexe, toutes ces conditions sont kquivalentes. 
Dt!monstration. Puisque g, = 0, l’equivalence de (i) et de (ii) est une 
consequence du lemme 5.1 et du thtoreme 2.2 avec k = 2 et I= 1. 
L’equivalence de (iii) et (iv) resulte de (4.25). Comme 
Yp, id,,, = 0 
pour tout r E F, (v) entraine (iii). L’implication (iii) * (i) est une consi- 
quence immediate du theoreme 5.1 avec (= 0 et (5.2). Supposons maintenant 
que X soit connexe et que (i) soit vraie. Puisque z1 : R, + R , est surjectif, on 
a, d’apres le theoreme 5.1 avec I= 0. 
pour tous x E X et r E Fx tels que ji(<)(x) E R,. 11 resulte de (2.10) que 
P(U) R(x) = 0, 
pour tout u E g,,,y. On deduit alors du lemme 3.4, de (3.34) et (4.2) que 
- 
R = A id,,,-, 
ou A est une fonction sur X, a valeurs reelles. On a 
0 = (&$A id,,?r)(X) = (< . A)(x) idAz7., + (A%id,,,)(x) = (r. A)(x)id,z,-,, 
pour tous x E X et 5 E $ tels que j,(<)(x) E R, . Comme 7~“: R , ---t T est 
surjectif, on a (r. A)(x) = 0. pour tous x E X et c E Fy,; done A est 
localement constante et ainsi g est a courbure constante. 
Dans ce paragraphe, nous supposerons desormais que la metrique g est a 
courbure constante. Alors, d’apres la proposition 6.1 et l’exactitude de la 
suite (5.4), on a Q” = 0 et G” = 0. De plus, d’apres (4.22) on a 
pour tout <E F; on voit aiskment d’apres (5.7) que 
K(h) = 42% 0 R, 
pour h E S*T*. 11 resulte alors de (4.24) et (5.8) que D, = D, et de (4.25) ou 
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(5.10) que D, est done un opirateur differentiel lineaire d’ordre 2 de S2F* 
dans F tel que D& g = 0, pour tout r E a. 
Considerons les connexions induites par V dans A” T*, avec m = 1,2, et 
dans A2 T* @ A2 T*, que l’on note aussi V, et les operateurs differentiels 
(2.4) correspondants. A l’aide de (3.12), (2.5) et de la commutativite de 
(2.20), on voit facilement que le diagramme 
est commutatif, de sorte que VI induit un operateur differentiel d’ordre 1 
v^:p4+, 
dont le symbole est egal a aj+, . La commutativite de (2.22) entraine celle du 
diagramme 
rappelons que la restriction de ,I,,, a T* @ G est c2. 
On obtient done une suite 
Verifions que (6.2) est un complexe et commencons par montrer que 
V-D,h = 0, (6.3 1 
pour toute section h de S’T*. En effet, d’apres (4.24) et la commutativite de 
(6.1) et (4.16) 
V-D,h = V-(,@;(h) - h$ o R) = azV.i;(h) - V (^h; o R) 
=a2(('i.H); (h)-L*R)- V-(h,? OR) 
= -a,(LhR) - V-(hi 0 I?). 
puisque (Q.3); (h) est une section de H et que la suite (3.25,) est exacte. Si 
x E X et j,(h)(x) = 0, alors (Lh)(.x) = 0; comme VA est un operateur 
differentiel d’ordre 1, on obtient done a2(LhR)(x) = V (^h; o R)(x) = 0 et 
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I’egalite (6.3) en x. Si x E X, puisque pr(e~) est surjectif d’apres le lemme 5.1, 
il existe une section < de T telle que j,(q g)(x) =j,(h)(x). Si on pose 
h’ = h - Yl g, on a j,(h’)(x) = 0, et comme D,Yi g = 0, on obtient 
(V-D&(x) = (V-D,h’)(x) = 0. 
Rappelons que I’operateur differentiel 
est d’ordre zero et provient d’un morphisme de fibres vectoriels 
qui est determine d’apres (4.4) par 
O(w@/l)=-WA (RAP), (6.4) 
pour 0 E Aj+ ’ T*, /3 E A’ T*. Pour montrer que (6.2) est un complexe, il 
reste a verifier que la restriction de (VI)* a Zi, ou de 0 a E,i, est nulle pour 
j > 1. D’abord, on a 
oor=o, (6.5 1 
oii O:E,+E,. En effet, si x EX et u E (S’T* @ S’T*),, prenons 
h E S2F.F tel que j,(h)(x) = 0 et EU = j,(h)(x). Alors d’apres (4.28) et (6.3), 
on a 
@s(u) = (OD,h)(x) = ((V^)’ D,h)(x) = 0, 
d’ou (6.5). Puisque r: S’T* @ S’T* + E, est surjectif, de (6.5) on deduit que 
0: E, + E, est I’application nulle. Comme E est engendre par E, en tant que 
A T*-module, d’apris (6.4) on voit que la restriction de 0 a Ei est nulle 
pour tout j > 1. 
D’apres la proposition 5.1. la suite 
J,(T) + 
p2(w) J,(S9) % G ~ 0 (6.6) 
est exacte. D’apres (4.28) et puisque a(V^): T* @ E,i + E,, , est egal a u,~+, , 
I’exactitude des suites (6.6) et (3.25,) et la nullite de g, montrent que (6.2) 
est un complexe du type (2.28), avec k = 1 et I= q = 2, construit suivant la 
technique du theoreme 4.4 de [ 7 1, d&rite a la tin du paragraphe 2. D’apres 
Ie theoreme 2.2, ce complexe est une resolution du faisceau des champs de 
Killing de (X,g) et on deduit le resultat suivant de Calabi 131 et Berard 
Bergery et al. 111: 
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THI~OR~ME 6.1. Supposons que (X,g) soit une car34 riemannienne ci 
courbure constante. La suite (6.2) est exacte et formellement exacte dans le 
sens du thPor;me 2.2. De plus, si U est un oucert simplement connexe de X, 
I.7 suite 
est exacte. 
Lorsque IZ > 2, parce que g, est involutif et g, n’est pas 2-acyclique et bien 
que R, soit forrnellement integrable, le theoreme 4.4 de 17 / nous explique 
pourquoi la condition de compatibilite de l’operateur differentiel D,, est 
donnie par un operateur differentiel D, d’ordre 2 et non pas d’ordre 1. La 
suite (6.2) est essentiellement celle introduite par Calabi 13 1 dont I’exactitude 
est demontree dans [ 1, 3 I. 
Signalons enfin que dans le cas ou g est plate, I’exactitude de (6.2) en E, 
redonne le theoreme de 15 I. 
7. LES ESPACES LOCALEMENT SYMiTRIQUES 
Soit 
le morphisme de fibres defini par 
Wj,(h)(-y)) = ((9.Y); (h)(-u), w(j,(h)(.~))L (7.1) 
pour h E S’F,:. avec x E A’. D’apres (4.30) avec I= I, le diagramme 
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est commutatif, oti j est I’injection lintaire naturelle et pr, est la projection 
sur le second facteur. On pose 
Qgh = W,(h)), 
pour toute section h de S*T*. D’apres (4.20) avec I= 1 et (5.10), on a 
Q&g= ((%iT); (Q),D,$gs>= (q(vR)d'), (7.3) 
pour toute section l de T. 
LEMME 7.1. Les conditions suivantes sont t!quivalentes: 
(i) VR=O, 
(ii) $(VR) = 0, pour tout <E t5, 
(iii) (Q9); (q g) = 0, pour tout r E K, 
(iv> Q&q g> = 0, pour toute section < de T, 
(v) si xV est la scission de la suite (2.2) de’terminie par V, alors 
x&-J c nlR,. (7.4) 
Dkmonstration. L’equivalence de (ii)- resulte de (7.3). L’equivalence 
de (i) et (ii) est une consequence de (2.10) et du lemme 3.5. Si x E X et 
<E T,, d’apres le lemme 4.1, xv({) appartient a R, ; soit r7 l’element unique 
de R, donne par le lemme 5.1 tel que TC, v = xdr). Si [E ,Fr virifie 
j,(i)(x) = 7, on a j,([)(x) = xv(r) et, d’apres le lemme 2.1 et (2.17), on 
obtient 
V,R = (.!/;R)(x) = Q”(q); 
le theoreme 5.1 avec l= 0 nous montre alors que V,R = 0 si et seulement si 
~7 E TC*R, ou xp(<) E rr, R,, ce qui nous donne l’equivalence de (i) et (v). 
On dit que (X, g) est une variete riemannienne localement symetrique 
lorsque VR = 0. 
THI?OR&ME 7.1. Si (X,g) est une vari& riemannienne connexe et 
localement syme’trique, alors R, est une kquation diffe’rentielle formellement 
intkgrable et no : R 3 -+ T est surjectif: 
Dkmonstration. Si VR = 0 et X est connexe, alors (X, g) est une variete 
riemannienne localement homogene (cf. [ 11, Chap. IV]); done, d’apres la 
remarque 5.2, R,,, est un fibre vectoriel et no: R,, 1 + T est surjectif pour 
I > 0. Puisque VR = 0, le thizoreme 5.1 avec I= 1 nous dit que rrj : R, + R, 
est un isomorphisme; done d’apres le theoreme 2.2, R, est une equation 
formellement integrable, 
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Le fait que x0: R, -+ T soit surjectif resulte aussi du lemme 7.1 et de (7.4). 
Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe que l’espace riemannien 
(X, g) est connexe et localement symetrique. Puisque R, est un tibri 
vectoriel, G’ l’est aussi. Comme rr,,: R, -+ T est surjectif, on est dans les 
conditions d’application de la remarque 5.1; done h, est aussi un fibre 
vectoriel. D’apres (5.5) et (7.4), la suite de libres vectoriels 
est exacte et scindee par xv. L’application 71, : R, + 71, R, est un 
isomorphisme; on note 7~; ’ son inverse et on obtient un isomorphisme de 
Iibres vectoriels 
h, 0 T+ R, (7.5) 
qui envoie (u, 0 dans z;‘(E(u) +xp(r)). Soit x E X et considerons la 
structure d’algebre de Lie sur R,., delinie au paragraphe 5. Si 
f = hl,.Y, P= TX, 
l’isomorphisme (7.5) et l’algebre de Lie R,,, nous donnent une structure 
d’algebre de Lie sur 
g=f@p. 
Si X est simplement connexe, cette algebre de Lie est, d’apres la proposition 
5.2, isomorphe a l’algebre de Lie des isometrics infinitesimales globales de 
(X,g). On a 
[t. f ) c f, [P, PI c f, IP. flc P. (7.6) 
11 est facile de verifier les deux premieres relations de (7.6) a l’aide des 
resultats du paragraphe 2. En effet. soient r, q E FTr tels que j,(r)(x) et 
j,(q)(x) appartiennent a R,,,; alors le crochet de R,,, est donne par 
Si r(x) = q(x) = 0, alors [<, v](x) = 0 et l’on obtient la premiere des relations 
(7.6). Si j,(r)(x) =x&(x) et ji(q)(x) =xvq(x), alors d’apres (2.12) on a 
(0()(x) = (Vq)(x) = 0 et done ]r, r]](x) = 0 d’apres (2.16), d’ou la seconde 
inclusion de (7.6). La derniere relation de (7.6) resulte du fait que la 
symetrie geodesique au point .Y (cf. [ 11, Chap. IV ]) induit un automorphisme 
involutif de n,R, I. On retrouve ainsi l’algebre de Lie symetrique 
orthogonale associee a X. 
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Le lemme 7.1 implique que 
Qg: S2E-* +R@ .Yl.% 
est un operateur differentiel d’ordre 3 verifiant 
Q,oD,=O 
et on a 
ainsi 
a(Qn) = a(Y) =j 0 s’; 
D,: S’F-* + 3/.‘2 
est un operateur differentiel d’ordre 2 verifiant 
D, oD,=O. 
(7.7) 
LEMME 7.2. La suite 
J,(T) 3 J3(S2T*) 5 H @ G/G + 0 
est exacte. 
Dkmonstration. Considtrons le diagramme commutatif (7.2). Ses 
colonnes sont exactes, et d’apres l’exactitude de la suite (3.22,) et la 
proposition 5.1, sa premiere et sa troisieme ligne sont aussi exactes. 11 en 
resulte que sa deuxieme ligne. qui est un complexe d’apres le lemme 7.1, est 
aussi exacte. 
Soit 
le morphisme de fib& vectoriels dtfini par 
y’(w) = l(w) -J R = -p(l(w))R (7.8) 
pour w E A’ T*. On note aussi y’ l’application 
Aj T” @ A2 T* @ A2 T* + /jjt2 T* @ G, 
qui envoie ~10a,Oa,, avec a, E Aj T*, aI, a, E A’ T*, dans 
(aI A 4 0 r’W 
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LEMME 1.3. On a: 
(i) VFcF-*@,F, 
(ii) y(G) = 0, 
(iii) ?‘(A’ T*) C G, 
Yl (&A\i ’ T*@H))=O pow j> 1. (7.9) 
Dhonstration. (i) D’apres la remarque 5.1, si u est une section de G” 
SW X, on peut ecrire u = p(t!)R. ou u est une section de g, . Soit < w-t champ 
de vecteurs sur X, comme VR = 0, on a d’apres (5.11) 
Vlu = V,@(r,)R) =p(V,z?)R, 
ou V,tl est une section de g,. Ainsi 
v, .% c :c. 
(ii) Soient x E X et u E G,; d’apres la remarque 5.1, on peut ecrire 
u = (FtR)(x), ou r E KY et j,(r)(x) E Eg, . Puisque (rt; g)(x) = 0, on a 
(J@>(x) fi g = J@ fi g)(x) = (-U;R)(x), 
d’apres (4.1). et 
z(u) = (q?)(x). 
Done 
y(u)=~(u)_]R +~~u=(~~L”,aAR +kiPIR)(x) 
= ~1(~ J R)(x) = +%‘*R)(x) = 0, 
d’apres (4.5). 
(iii) D’apres la remarque 5.1 et (7.8), si w E A’ T*, alors y’(o) 
appartient a G’. Pour demontrer la relation (7.9), il suftit de la verifier 
lorsque j = 1. Puisque H est contenu dans le noyau de l’application 
,I ,,*: T* @ A’ T* @ A’ T* + A’ T* @ A’ T*, 
on a evidemment y’(H) = 0. 
D’aprbs le lemme 7.3, (iii), on voit en fait que y’ determine une application 
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D’aprks le lemme 7.3, (ii), il existe done un morphisme de fib& vectoriels 
v: G/c% A’ T* @ G 
tel que le diagramme 
f7 
6( T* @ H) 
soit commutatif. 
(7.10) 
Lmmf~ 7.4. On a 
et le diagramme 
J,(S*T*) --fL G/e 
lx J;i 
6( T* @ H) 
est commutatif. 
Dbmonstration. Pour 5 E F’, on a d’aprk (4.20) avec I= 2, 
o( 0 p3(q?))j3(r) = 6((hq (iti g)) = dYp2R) = 0. 
D’aprk la proposition 5.1, il existe done un et un seul morphisme de fib& 
vectoriels 
tel que le diagramme 
J,(S*T*) -% G/G 
6( T* @ H) 
soit commutatif. Vkifions que v’ = v; en effet, d’aprts la commutativiti: de 
(5.9) et (4.35), on a 
v’ 0 a 0 5 = v’ 0 a(y) = a(x) = y 0 7. 
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Comme r: S2T* @ S*T* --t G est surjectif, il en resulte que v’ o (;L = y et 
I?’ = 1’. 
Soient 
les morphismes de fib& vectoriels determines par 
y(oij;,u)=tuAy(u). v(w (8 I.) = (0 A v(c). 
pour w E A’ T", u E G, L’ E G/e; alors la commutativite du diagramme 
(7.10) entraine celle du diagramme 
Considtrons les connexions V dans G et H induites par la connexion V 
dans T. D’apres le lemme 7.3, (i), la connexion V dans G induit une 
connexion dans G/G que I’on note aussi V. Soient 
les operateurs differentiels correspondants a ces connexions et donnes par 
(2.4). 11 est clair que le diagramme 
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est commutatif. D’autre part, d’aprks la commutativiti: de (2.22), on virifie 
aiskment que le diagramme 
(7.14) 
est commutatif pour j= 0; on voit d’aprb (2.6) que ce diagramme est 
commutatif pour tout j > 0. Done par restriction l’optrateur (7.12) nous 
donne un ophateur diffk-entiel 
Rappelons que la connexion V dans T induit aussi une connexion dans 
S*T* et A* T* @ G. Puisque VR = 0 et Vg = 0, on voit facilement que 
V,YW = YV,@J (7.15) 
pour tous u E ,g, <E F, Avec la relation (7.15), la commutativitit du 
diagramme (2.22) entraine celle du diagramme 
pour j = 0; il rtsulte maintenant de (2.6) que (7.16) est commutatif pour tout 
j > 0. De la commutativitt: des diagrammes (7.11), (7.13), et (7.16). il 
dtkoule que le diagramme 
(7.17) 
est commutatif pour j > 0. 
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Si wEl”\‘F*, uE.5, alors d’apres (4.4) on a 
((V-)‘+~)(W@+-WA(RJu)+wA(2(24)JR+~Ju) 
= OJ A (I(U) J R) = y’(w @ u), 
et on obtient la relation 
p-y +y=y (7.18) 
en tant qu’operateurs diffirentiels d’ordre zero de Ai F* @ 6 dans 
A j+zF*a-<. 
On consider-e les tibres vectoriels 
Fi = 8(/j- ’ T” @ H) @ (A’- ’ T* @ G/G) 
et les morphismes 
Cp,: T*@~i+~i+, 
definis au paragraphe 3 avec F = G/G. On a 
F ,,,=/j”T*@G/G. 
Dtfinissons un operateur differentiel d’ordre 1 pour j > 1 
Q,j:.<+.3;+, 
par 
Qi(U, I’) = (V--u + (-1)” I I*(u), v-c + (-1’ a(u)), 
ou u E &A\‘-’ F* @ ;V), ~1 E l\j-’ F * @ 5 /F. II est clair que 
u(Q.~) = @‘j. 
On obtient ainsi une suite 
(7.19) 
(7.20) 
g-T!!+Sq-* 0, VI Qz -+F+.F,*...+ Fn+,pO. (7.21) 
Verifions que (7.21) est un complexe et commencons par montrer que 
Q, 0 Q, = 0, 
Pour h E S’F*, on a d’aprts (7.1), (7.19), et (5.8), 
Q, C&h = (u. ~~1, 
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u = v-(-y; (h) + vyj2(h), 
1’ = VvjAh) - a(V.Y)i (h) = V(a.Hi(h) + K(h)) - a(Y.q (h), 
Or, si 6: T* @ T* (3 G + A’ T* @ G, d’apris la commutativite de (2.22) et 
(4.17), puisque VR = 0, on a 
v-(59); (h) = -6v(G!.a); (h) = -6(Q ‘.I#),: (h) = -yj#z); 
le lemme 7.4 entraine que u = 0. D’autre part, d’apres la commutativiti de 
(7.13) et (4.16) 
1-1 = Vlc(h) + a(V.~#$z) - (Y,H);(h)) = Vw@(A(h))R) - a(LhR) 
= a(V@(/l(h))R) - LhR). 
Puisque Vg = 0 et VR = 0, on a pour r E F 
V,@@(W) = AV&W + d4h)) V,R =PNV,~))R~ 
et ainsi d’apres (4.11) 
V,@(A(h))R) - L;R = p(l(V,h) - L;)R, (7.22) 
oti LF dans le membre de droite est consideri: comme un element de 
F-* @ F. Pour verifier que L! = 0, il suffit de montrer que pour tout < E F- le 
membre de gauche de (7.22) appartient a .%, ou, d’apres la remarque 5.1, que 
l’element 
de F * @ F est un germe de section de g, . Or, pour ?I, < E Fe, on a d’apres 
(3.5) et (4.8) 
done 
et par consequent ~9~ est un germe de section de g, et 1: = 0. Montrons main- 
tenant que 
Qj+, 0 Qj=O, 
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pour j > 1. Soient u E S(/j,j- ’ F* @ F), ~1 E A,‘- ’ F* @ .C /.T; alors 
d’aprtts (7.19) .on a 
Qj+ 1 Q,(u, 1’) = (u’. v’). 
OLi 
u’ = v-p-u + (-1,/t’ V(V)) + (-ly+’ Q-P + (-1)‘u(u)). 
c’= v-yv + (-l)‘a(u)) + (-l)j+’ u(V^ u + (-1p V(P)). 
D’aprk la commutativitk des diagrammes (7.11) et (7.17) et d’aprts (7.18) 
et (7.9). on a 
u’ = ((0-y 11 + va(u)) + (-l);*’ (V-V(P) -~ 1V-L~) 
= (v-y u + y(u) = y’(u) = 0. 
D’autre part, d’aprk la commutativiti de (7.13) on a 
1” = ((VA)* 2: + av(v)) + (-1)’ (v-cr(u) ~ CXG) = (V^)? 1’ + Cw(L’). 
Soit w E A,‘-’ F- * @ Q tel que a()$‘) = z’; alors d’aprk la commutativitk 
de (7.13) et de (7.11) et le lemme 7.3, (iii), on a 
D’apris (7.7) et (7.20). le lemme 7.2, l’exactitude des suites (3.33,) et la 
nulliti: de g, montrent que (7.21) est un complexe du type (2.28), avec k = 1 
et I= q = 3, construit suivant la technique du thiorime 4.4 de [7 1 d&rite i 
la fin du paragraphe 2. D’aprk le thkorime 2.2, ce complexe est une 
rkolution du faisceau des champs de Killing de (X, g) et on obtient le 
rkultat suivant: 
TH~OR~ME 7.2. Supposons que (X.g) soit une varie’te’ riemannienne 
connexe et localement symktrique. La suite (7.21) est exacte et formellement 
exacte dans le sens du thkortme 2.2. De plus, si U est un ouvert simplement 
connexe de X, la suite 
P(U, l-)2 C”(U, S*T*)A C”(U,F,) 
est exacte. 
Soit 
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la scission de la suite exacte (2.1). avec E = G/G. determinee par la 
connexion V dans G/C?. Soit 
4: H @ G/c + J,(G/G) 
le morphisme dttini par 
%w, u) = &a(U) + xv(u), 
pour u E H, u E G/G”, oti u est considere comme un element de T* @ G. On 
voit facilement que 4 est un monomorphisme de fib& vectoriels si et 
seulement si 
Hn(T*&)=O. (7.23) 
PROPOSITION 7.1. On a 
en tant qu’ope’rateurs diffe’rentiels d’ordre 3 de S*le* dans J,(.t/?). 
Dimonstration. Soit h une section de S’T*; on a, d’apres (7. I), (2.3), 
(4.16), (5.8), et la commutativite de (7.13) 
4Q,h = FCL(%‘.~)~ (h) + j,(D, h) - EVD, h 
= sa(V.ip;(h) + LhR) + j,(D, h) - cV(a.&;(h) + K(h)) 
= c(aLhR - VK(h)) + j,(D, h). 
Si x E X et j,(h)(x) = 0, on voit que (Lb)(x) = 0 et j,(K(h))(x) = 0, et done 
que (LhR)(x) = 0 et (VK(h))(x) = 0; on a alors 
QQ,h)(x) =j,@, h)(x). 
Si x E X, puisque p,(p) est surjectif d’apris le lemme 5.1, il existe une 
section < de T telle que j,(Ii; g)(x) = j,(h)(x). Si on pose h’ = h ~ 2; g. on a 
j,(h’)(x) = 0, et comme Q,?; g = 0, on obtient 
(4Q,h)(x) = (#Q,h')(x) =j,P, h’)(x) =j,(D, hKy). 
D’apres le lemme 5.3 et la deuxieme identite de Bianchi, la condition 
(7.23) implique que VR = 0. De plus, si cette condition est vraie, alors 4 est 
un monomorphisme, et, d’apres la proposition 7.1, QR est essentiellement le 
premier prolongement de l’operateur D, : si h E S*B *, on voit que D, h = 0 
si et seulement si Q, h = 0. Du theorime 7.2 et de la proposition 7.1, nous 
deduisons immediatement le 
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TH~ORI?ME 1.3. Supposons que X soit connexe et que (7.23) soit rraie. 
Alors (X, g) est une varie’te’ riemannienne localement syme’trique. Si 
h E S’F*, alors D, h = 0 si et seulement si Q,h = 0: de plus les suites 
et 
Cm(U, T) 2il, C"(U, S'T*) -% C"'(U, G/G) 
sont exactes, ozi U est un ouvert simplement connexe de X. 
Finalement supposons que (X, g) soit a courbure constante; d’aprk la 
proposition 6.1, on a e = 0 et done la relation (7.23) est satisfaite. De plus, 
on a D,=D, et 
@ff@G+J,(G) 
est un mocomorphisme; d’aprk la proposition 7.1, Q, est un opkateur 
diffkrentiel de S*lr* dans A?“@ .Y vkrifiant la relation 
et qui est done essentiellement le premier prolongement de D,. 
8. LE CAS DES ESPACES PROJECTIFS COMPLEXES 
Soit g la mitrique riemannienne canonique sur l’espace projectif complexe 
g m dimensions X = P”(C). L’espace riemannien (X, g) est symktrique et, 
dans cette situation, nous allons dkcrire plus gkomktriquement certains des 
objets introduits au paragraphe prickdent. On note J:T --) T la structure 
complexe canonique de P”(C) et si r E T, on convient que Cg = R< @ RJ<. 
On note encore Exp: T+ X l’application exponentielle. On a le 
TH~OR~ME 8.1 (12, p. 79 1). Soit x E X. Une sous-varie’te’ totalement 
gPodPsique Z de X, ri courbure constante, passant par x est de la forme 
ExP(W avec <E T, - {O) (8.1) 
ou 
tels que les sous-expaces CY, ,..., C& soient deux Li deux orthogonaux pour g. 
274 GASQUIETGOLDSCHMIDT 
Si Z est une sous-variete de X, munie de la metrique induite par celle de g, 
alors, dans le cas (Kl), Z est isometrique a la sphere S2 avec sa metrique i 
courbure constante 4. Dans le cas (8.2), on a k < m et Z est isometrique a 
l’espace projectif reel Pk(R), toujours avec sa metrique canonique. 
Remarquons encore que toutes les geodesiques de X, qui sont les Exp(R<), 
avec 5 E T, sont toutes periodiques de longueur 71 (cf. [ 2, p. 8 1 ] ). 
Soit N le sous-tibre de AL T* @ A’ T* d&i en disant que les restrictions 
de ses sections a toute sous-variete totalement geodesique, a courbure 
constante de X sont nulles. Du fait que le groupe d’isometries de (X, g) est 
transitif et holomorphe, il est clair, avec le theoreme 8.1, que N est un sous- 
fibre de rang constant de A’ T* @ A’ T*. Soit 19 E Az T” @ AL T”; alors 
9 E N si et seulement si on a les relations suivantes: 
B(& J(, <, Jr) = 0 pour tout ( E T; (8.3) 
0(& v, c, q) = 0 pour tous r, kl E T tels que CY c (01)‘; (8.4) 
0([, n, 5, <) = 0 pour tous <, F;, < E T tels que les sous-espaces 
Cc, Cy, Cc soient deux a deux orthogonaux; (8.5) 
Qrl,,~~,v~,r/~)=O pourtous v,,~12,~.?.r14E T telsque 
Cqi c (Crli)l, si i#j. (8.6) 
11 sera utile de remarquer que si 5 et v E T, alors r E (Cq)’ si et seulement 
si Ccc (Cr])l, car la metrique g est hermitienne par rapport a la structure 
complexe canonique de X. 
LEMME 8.1. Soit t? E N n G. Si r et q E T sont tels que q E (CY)‘, on a 
&t,v, 6 Jrl) = 0. 
Dbmonstration. On a, d’apres (3.16) 
et<, v + Jr, & v + Jrl) = Ott, tl, t, ‘1) + et<, Jv, t. &, + 2&t, rl, 5, Jrl). 
Comme r/, Jq et 7 + Jr] sont dans (Cc)‘, on obtient avec (8.4) 
B(r,11,5.~)=B(QJrl,5,11?)=8(5,11+14,r,rl+Jrl)=O, 
d’oti le lemme. 
LEMME 8.2. Avec les notations et les hypothises du lemme 8.1, on a 
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Dhonstration. On a 
(8.7) 
(8.8) 
Par hypothkse, et comme < + J< E (Cq)l, on a, d’aprk le lemme prttcident. 
Ott + JC ?I, r + JT, Jq) = e(C, if, 5, Jq) = 0(JL 7, J5, Jq I= 0; 
done on voit que 
O(t, I?. Jr, Jv) = -Q(JC ?I, 5, Jrl). 
D’aprks la premike identitk de Bianchi, on a 
B(& q, J5, Jrl) = -@v. J5. 5, Jr] I- O(Jt, 5. II, Jtl). 
et en utilisant (8.7), on obtient 
WJL Fly t, Jv) = Q(Jt. 6 v, Jvl). 
Puisque J(< + J?f) = Jr - 11, on a, d‘apris (8.3). 
A(& q) = O(t + JFI. J5 - II, t + JFI, Jr - 11) = 0, 
et 
et 
Q(Js Jt-, t, v) = e(<, Fl, Jr/, JO 
D’apris (8.3) et (8.4). on a aussi 
d(t, JL t, JO = e(Jrl, v, Jv, v) = O(t, q, t, q> = Q(Jq, Jr. Jq, Jr) = 0; 
done on obtient 
e(<, v, JL Jr]) + O(t. J<. v, Jr]) = 0. (8.9) 
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En comparant (8.8) et (8.9), on a 
@(CA II,JL Jv> = 24JG 71, L Jv). 
De (8.7) et (8.10), on ditduit alors que 
@(l, rl, JT, Jrl) = 0, 
d’o3 le lemme. 
(8.10) 
LEMME 8.3. Toujours sous les hypoth&es du lemme 8.2, et si de plus 
g(L 0 = g(rl, rl), dors on a 
et 
e(t, Jr, 6 Jv> = -@(rl, Jv, r, JO (8.12) 
Dkmonstration. Avec nos hypothkes, 5 - rl est dans (C(c + 11))‘; done, 
d’aprks le lemme 8.1, on a 
B(t, rl) = e(t + rl, C - rl, t + rl, Jr - Jrl) = 0, 
et 
= 21er7 II9 v, Jv) - 065 JL 6 VI} = 03 
d’oti (8.11). Pour t E R. on a, avec (8.3), 
a(t) = e(tt + v, J(tT + v), tC + rl, J(tC + II)) = 0. 
On obtient alors, avec (3.16), 
a’(O) = WA Jrl, rl, Jt7) + e(v, Jr, rl, Jrl) + e(v, Jrl, <, Jv) + B(rl, Jrl. rl, JO 
= 2{eK, Jv, v, Jrl) + O(rl, JL rl, Jr)) 
= 2{-@v. JCL Jrl, 8 + e(v, Jv, v, Jr)} = 0. 
Finalement, on a 
OIYI la dernitre kgaliti: rksulte de (8.11). 
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LEMME 8.4. Soit 6’ E N n G. Si t, rl, c E T son& tels que les sous-espaces 
C(, Cq, Cc soient deux ci deux orthogonaux, on a 
et 
e(Jy. i, rf. C) = 2807. L JC 0 (8.14) 
Dhmonstration. On a 
e(i + JL rl, i + Jr. 0 = e(L II, C, 0 = e(JL v, JL 0 = 0, 
d’oti (8.13). La premikre identitk de Bianchi nous dit alors que 
e(JL i. v. 0 = -e(i, V? JG 0 - eh J5, i, 0 = 2e(q. L JL 0, 
d’aprk (8.13). 
LEMME 8.5. Sous les h.vpothdses du lemme 8.4 et si, de plus, on a 
g(v, q) = g(C 0 = + g(C 0. alors on a 
w. JC ?, 8 = -e(r, JC 6 v 1 (8.15) 
et 
WC. JL v, JO = -S(t, JC 5. Jv). (8.16) 
Dkonstration. Comme rl+ [ et 17 -i sont darx (Ct)‘, on a, d’aprk 
(8.1 1). 
eb + t-3 J(v + ih fl + L 0 = -e(c JC r3 v + 0 
et la mPme relation avec [ remplact: par -<; en additionnant membre A 
membre ces kgalitis et en utilisant (8.5), on obtient 
e(rl, Jv. r?, 0 + e(L JL v, 0 + e(rl, Jr, i, 0 = -e(G JC 5, ~1. (8.17) 
Puisque g(</fl, c/\/z) = g(q, I\), on a, d’aprk (8.11) 
eh Jv, rl? r/Jz, = -e(rh% J(tIj.& ~/\/z> 17) 
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et 
WV, Jr], v, t) = -e(G JC L II). (8.18) 
Par ailleurs, on a 
-TV. JG i, t) = &L JL v, t). (8.19) 
d’apres (8.14). En comparant (8.17t(8.19), on obtient alors (8.15). La 
formule (8.16) se demontre de maniere tout a fait analogue a partir de 
(8.12). 
LEMME 8.6. Si 8 E Nn G ve’riJie t9(& Jr, L$ q) = 0, pour tous {, q E T, 
alors 0 = 0. 
De’monstration. Soient <, , <*, r3, r., E T - (0) tels que C<; = Cti ou C& 
soit orthogonal i Crj, pour 1 < i, j < 4. Notons k la dimension reelle de la 
somme C<, + C& + Cc, + C&. Si k = 2 (resp. 8). on a 
@rl? (2 7 c3 3 (4) = 0. (8.20) 
d’apres (8.3) (resp. (8.6)). Si k = 6, alors (8.20) est encore vraie d’apres (8.5) 
et les lemmes 8.4 et 8.5. Enfin, supposons que k = 4; si trois des sous- 
espaces Cci sont egaux, alors (8.20) decoule directement de l’hypothese du 
lemme, tandis que, dans le cas contraire, (8.20) s’obtient a partir de (8.4) et 
des lemmes 8.1 et 8.2. 
PROPOSITION 8.1. Le rang de N n G est in@-ieur ou Pgal ci m(m - 1). 
Dtfmonstration. Plaqons-nous en un point x de X et prenons une base 
orthonormee de TX de la forme (v, ,..., I],, Jql ,..., Jq,}. Soit 0 E N, f’ G,. 11 
resulte de la demonstration du lemme precedent que, si 
#ij(@ = O(rli 7 JVi 3 Vi 5 rlj) = O 
et 
Vii(O) = O(rIi, JVi+ Vi, JrIj) = 0, 
pour tous entiers i et j compris entre 1 et m, alors 19 = 0. On termine main- 
tenant la preuve de la proposition en remarquant, d’apres le lemme 8.3, que 
$ij(@ = -#ji(Q et que v,(B) = -I+v~~(~), pour 1 < i,j < m. 
Soient w E T* @ G et c E T. On dtfinit un element wI de G en posant 
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LEMME 8.7. On a H f? (T* @ N) = 0. 
Dkmonstration. Soit Ed E H n (T* ON). Pour montrer que (IJ = 0, il 
suffrt d’etablir. d’apres le lemme 8.6, que 
pour tous r, ?y, [E T. Pour ce faire, pro&dons en plusieurs &apes. 
(i) Supposons que v E C< et que [ E (C<)-. 
La deuxieme identite de Bianchi nous dit que 
Come oJI et w6 sont dans N n G, on a, en utilisant (8.4) et les lemmes 8.1 et 
8.2. 
NJL L 11, i. 5) = 4C ?I, JL t-5 4 = 0, 
d’oti (8.21). 
(ii) Supposons que u E Cc. 
On deduit de (8.11) et de (i) que (8.21) est vraie si r E (Cc)-. En fait, 
d’apres (8.3) appliquee a w,, la relation (8.2 1) est encore vraie avec < E Cc, 
d’oti le rtsultat. 
(iii) Supposons que Cl, Cr7 et Cc soient orfhogonaus deux d dew. 
D’apres la deuxieme identite de Bianchi, on a 
(‘J(tl, JL i, i, (1 + w(JC. i. q. i, t) + w(i, 11, Jr, i, 5) = 0. 
et (8.5) appliquie a wJg nous donne 
w(J<, i. 11. i. 0 = 0: 
ainsi on obtient 
Pour t E R, posons 
f(f) = co(i + tq. Jr + tJi/. i + rr/. i + tq, c3. 
La fonction f est identiquement nulle, d’apres (i); done on a 
f’(O) = w(C JL i, v, t;) + MC JC ?I, L 0 + w(C J% i, i, <) 
+ tu(q. JL i. C <) = 0. 
(8.22) 
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Avec (8.5) appliquee a wI, on obtient 
et ainsi 
En appliquant (8.13) et (8.14) a wg, on voit que 
Finalement, il resulte de (8.22t(8.24) que 
et (8.21) est verifiee darts cette situation. 
(iv) Supposons que q E (CY)‘. 
D’apres (8.3), la relation (8.21) est vraie avec c E Cc. Si ce Cq, alors 
(8.21) resulte de (i). Entin si {E (Cq @ C&J’, on est sous les hypotheses de 
(iii). 
En combinant (ii) et (iv), on voit facilement que (8.21) est vraie en toute 
generalite, d’oti le lemme. 
LEMME 8.8. Soit Z une sous-varie’te’ totalement gkodksique cfune varie’t& 
riemannienne (Y, gy). Notons I rinclusion de Z dans Y. Si < est un champ de 
vecteurs sur Y. on a 
06 q est le champ de vecteurs sur Z qui est la projection orthogonale sur T, 
de la restriction de < d Z. 
Demonstration. Notons Vy (resp. V”) la connexion de Levi-Civita de g, 
(resp. g, = z*g,). Soient z E Z et u, , u2 E Tz,: et soient c, et iz E Kk ,[,:, tels 
w 
iiCzCz>> = I* ui2 i= 1,2. 
On a 
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puisque la connexion V’ parall~lise g,. Par conskquent, on a 
oti r1 est un champ normal a Z. Comme Z est totalement geodesique, 
V~~u,~ est normal a 2 et on a 
vt*& 7 = L$v:,rl 
(cf. 112, Vol. II]). 11 s’ensuit que 
d’oti le lemme. 
On diduit du lemme ci-dessus, des propositions 4.1 et 6.1 et de la surjec- 
tivite de p,(p) que si (Z, gz) et (Y, g,) sont des varietes riemanniennes a 
courbure constante et si f: Z + Y est une immersion isomitrique totalement 
geodesique, alors 
pour toute section h de S*T:. Ce resultat intervient dans la preuve du 
theoreme 5.90 de 12, p. 1531. 
LEMME 8.9. Soit x f X. Si < est un champ de vecteurs sur X tel que 
(q g)(x) = 0, alors (II,% g)(x) E N. 
Dkmonstration. Soit Z une sous-variete totalement geodkique a 
courbure constante de X, passant par x. Si I dtsigne l’inclusion de Z dans X 
et si r] est la projection orthogonale sur T, de < Iz, alors, d’apres la 
proposition 4.1 et le lemme precedent, on a 
au point x, puisque big est une metrique a courbure constante. 
LEMME 8.10. Le rang de G est &gal a’ m(m - 1). 
Dimonstration. Soit x E X. Puisque X est connexe et simplement 
connexe, d’apres le theoreme 7.1 et la proposition 5.2, I’algebre de Lie R,%, 
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est isomorphe a l’algebre de Lie des isometrics infinitesimales globales de X, 
done a l’algebre de Lie du groupe projectif unitaire PU(m + 1) (cf. [2]), dont 
la dimension reelle est (m + 1)’ - 1. On a clairement dim g,., = m(2m - 1). 
Comme la suite 
est exacte, on en deduit que dim R ,,d = m(2m + 1). Puisque z, : RI + R, est 
bijectif, on a aussi dim R,,, = m(2m + 1). Enfin, la suite 
est exacte. d’apres (5.4); done on a 
dime,=dimR,,,-dimR,,,= m(2m+l)-(m+1)2+1=m(m-l). 
TH~ORI?ME 8.2. Ona C?=NfIG et Hn(T*@e)=O. 
Dkmonstration. D’apres les lemmes 8.7 et 8.10 et la proposition 8.1, ii 
sufftt de montrer que G’ c N. Soient x E X et w E G,. 11 existe < E gx tel que 
(2; g)(x) = 0 et w = (Y;R)(x). D’apres le lemme 4.4 pour 1= 0 et (4.26). 
on a 
done w est dans N,, d’apres le lemme 8.9. 
Les hypotheses du theoreme 7.3 sont done satisfaites par (X,g). On dira 
dans la suite qu’une section h de SIT* sur X vPrifie la condition (L) si la 
restriction de h a toute droite projective complexe de X, c’est-i-dire a toute 
sous-variete de X du type (8.1) est une derivee de Lie de la metrique induite 
par celle de X. 
Le lemme qui suit generalise le lemme 8.9. 
LEMME 8.11. Soit h une section de S2T* sur X. Si h vt%j?e la condition 
(L), alors (D,h)(x) E N,, pour tout x E X tel que h(x) = 0. 
Dkmonstration. Dans ce qui suit, S2 est munie de sa metrique a courbure 
constante 4 et Pk(R), avec k > 2, de sa metrique canonique. Soit x E X tel 
que h(x) = 0. 
(i) (D,h)(x) s’annule sur les droites projectives complexes de X 
passant par x: 
Considerons une droite projective complexe de X, passant par x. Celle-ci 
nous donne une immersion isometrique totalement geodesique I: S2 + X. Par 
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hypothese, il existe un champ de vecteurs < sur S2 tel que r *h = gLz *g. 
D’aprbs la proposition 4.1, on a 
t*D,h = D,./h = D,,,Ptt*g = 0, 
au point x’ E S* tel que 2(x’) = x, puisque r*g est a courbure constante. 
(ii) (D,h)(x) s’annule SW les plans projectifs reels totalement 
geodesiques de X passant par x: 
Avec notre hypothese, h est d’integrale nulle sur les geodisiques de X. Par 
consequent, si j: P2(R) +X est une immersion isometrique totalement 
geodesique, alors j*h est d’integrale nulle sur les geodesiques de P’(R). 
D’apres [14] ou le lemme 5.91 de [2], il existe un champ de vecteurs ~7 sur 
P2(R) tel que 
j*h = Pn j*g, 
et, comme dans la situation prtddente, on en dtduit que si x = j(x’), avec 
x’ E P’(R), alors j*(D,h)(x’) = 0. 
(iii) (D,h)(x) s’annule sur tous les espaces projectif reels totalement 
geodesiques de X passant par x: 
Posons Y = Pk(R), avec k > 2, et soit j: Y-+X une immersion isometrique 
totalement geodisique. Supposons qu’il existe y E Y tel que j(y) = x. Si 
Exp: Ty,y + Y est l’application exponentielle et si l, v E Ty.), - {O} sont 
orthogonaux, alors Exp(Rr @ Rq) est une sous-variete totalement geodesique 
de Y, isometrique i P’(R) (cf. [2, p.791). D’apres (ii) et la proposition 4.1, 
on a alors 
(j*D,h)(<, rl, t, v> = 0. (8.25) 
Comme j*g est a courbure constante, (j*D,h)(y) qui est igal i 
(Djsg j*h)( y), d’apres la proposition 4.1, posdde les symitries d’un tenseur 
de courbure de Riemann sur Y, et un calcul classique par polarisation (cf. 
[12, Vol. I, pp. 198-1991) montre alors qu’on obtient (j*D,h)(y) = 0, 1 
partir de (8.25). 
THBOR~ME 8.3. Soit h une section de S2T* sur X. Les conditions 
suivantes sont Pquivalentes: 
(i) h verifie la condition (L), 
(ii) on a D, h = 0, 
(iii) il existe un champ de vecteurs < sur X tel que h = Pt g. 
Demonstration. Montrons que (i) 3 (ii). Soit x E X, il existe un champ 
607/48/3-6 
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de vecteurs q SW X tel que (9, g)(x) = h(x). D’aprks le lemme 8.8, Yw g - h 
vkrifie la condition (t), done D,(Pw g - h)(x) est dans N,, en vertu du 
lemme 8.11. Le lemme 5.2 et le thtorkme 8.2 nous donnent alors 
(0, h)(x) = 0. D’aprks le thborkme 8.2, l’implication (ii) 3 (iii) est donnke 
par le thtokme 7.3, car X est simplement connexe. Enfin, d’apris le lemme 
8.8, on a (iii) 3 (i). 
L’implication (i) + (iii) est due i Michel (cf. [ 151). Dans [ 151, Michel 
considke aussi le cas des autres espaces symktriques compacts de rang 1, i 
courbure non constante: il s’agit des espaces projectifs quaternioniens P”‘(H) 
et du plan projectif P’(Ca) des octaves de Cayley, munis de leurs mktriques 
canoniques (cf. [2]). II dkmontre qu’une 2-forme symktrique sur Pm(H) 
(resp. P’(Ca)) est globalement une dkrivke de Lie de la mktrique canonique 
de P”‘(H) (resp. P’(Ca)) si et seulement si sa restriction g toute droite 
projective quaternionienne (resp. de Cayley) est une dtrivie de Lie de la 
mktrique induite par la mktrique canonique de P”‘(H) (resp. P’(Ca)). On 
peut, par la meme mkthode que celle dkveloppte pour les espaces projectifs 
complexes, retrouver ces rbsultats. Si on appelle encore N le sous-fibrtt des 
tenseurs de type (0,4) dont les restrictions des sections aux sous-varibtks 
totalement gkodksiques g courbure constante de ces espaces sont nulles, on 
montre ici aussi, par des calculs plus compliquks mais pas plus diffkiles que 
pour les espaces projectifs complexes, que G” = NfT G et que 
H n (T* @ N) = 0. A partir de li, la preuve redevient exactement la meme 
que pour P”(C). 
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